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1 Einleitung

Diese Arbeit beschiftigt sich mit speziellen Aspekten der stochastischen Uberlagerung, die
als Anonymisierungsmethode zur Sicherstellung der faktischen Anonymitit von Mikroda-
ten eingesetzt wird.? Insbesondere soll der Zusammenhang zwischen der Uberlagerung
mittels einer Mischungsverteilung einerseits und der Uberlagerung nach dem sogenannten
"Hohne-Verfahren” im Einzelnen dargestellt werden. Wir gehen dabei auch auf die Aus-
wirkungen auf die Beziehung zwischen verschiedenen Merkmalen ein. Dabei wird zunéchst
nur der Fall von Querschnittsdaten betrachtet. Die Auswirkungen auf die Analyse von
Verhéltniszahlen sowie auf die Schiatzung linearer Modelle wird eingehend untersucht. Im
letzten Abschnitt werden ergéinzende Uberlegungen fiir Paneldaten angestellt.

In dieser Fassung wurden gegeniiber der Fassung, die als TAW-Diskussionspapier erschien
(Version 20 - April 2007) folgende Anderungen vorgenommen:

e Ein neuer Abschnitt 4 iiber Lognormalverteilungen als Mischungsverteilungen wur-
de aufgenommen, die Nummerierung der folgenden Abschnitte &ndert sich entspre-
chend.

e In Abschnitt 7 wurden die Ergebnisse fiir die multiplikative Uberlagerung (allgemei-
ner Fall im Querschnitt) iiberarbeitet und erweitert.

e In Abschnitt 9 wurden die Ergebnisse fiir die Wahrscheinlichkeitsgrenzwerte des "nai-
ven” Schitzers, die (wegen Nichtberiicksichtigung des Absolutglieds) bisher fehlerhaft
waren, korrigiert. Dies betrifft auch die Ableitung entsprechender Korrekturschétzer.

e Auflerdem wurde der Abschnitt 10 (neu) iiber Paneldaten um einen Unterabschnitt
erginzt, in dem die Auswirkungen der Korrelation der individuellen Effekte mit den
Regressoren (Nichtexogenitidt der Regresoren) betrachtet werden (Abschnitt 10.6
neu).

e In Appendix C wird jetzt ein alternativer Beweis fiir den naiven Schétzer im Fall
der multiplikativen Uberlagerung prasentiert. Die entsprechenden Ergebnisse im Ab-
schnitt 9.4 wurden korrigiert.

e In Appendix D.1 wird die Darstellung des Within-Schétzers um die Darstellung der
Kovarianzmatrix ergénzt. igiert.

e Ein Beweis fiir die alternative Ableitung des *Within’-Schétzers, der im STATA-
Handbuch vorgeschlagen wird, findet sich jetzt in Abschnitt D.2.

e AuBlerdem wird in Abschnitt D.5 eine rechentechnisch giinstigere Darstellung des
Schétzers beschrieben.

e In Appendix D.6 findet sich eine ausfiihrliche Formulierung fiir den Korrekturschét-
zer im multiplen Regressionsmodell bei multiplikativer Uberlagerung mit tels der
“speziellen” Hohne-Spezifikation.

e Ein neuer Appendix E betrachtet nun die multiplikative Uberlagerung allgemein
und geht auf die Unterschiede zur Hohne-Uberlagerung ein bei Schétzung mittels
des Within-Schétzers ein.

2Siche Ronning et al (2005).



Ferner wurden einige Fehler korrigiert.

2 Eindimensionale Mischungsverteilungen

2.1 Stetige Verteilung

Es seien V] und V; zwei stetige Zufallsvarible mit Dichtefunktionen fi(v) und fa(v) sowie
Erwartungswerten p; und Varianzen 01-2 fir ¢ = 1,2. Wir sagen, eine Zufallsvariable U
entstamme einer (diskreten) Mischung der Verteilungen von V; und V5, falls ihre Dichte-
funktion durch

glu) = afi(u) + (1 — a) fa(u) , O<a<l | (2-1)

gegeben ist, wobei bis auf weiteres unerheblich ist, ob die beiden Ausgangsvariablen Vj
und V4 stochastisch unabhéngig sind oder nicht (siehe unten).

Gedanklich kann man sich die Mischungsverteilung auch wie folgt vorstellen: Es gibt zwei
(bzw. allgemeiner k - siche unten) Zusténde, die jeweils mit Wahrscheinlichkeit «; auftreten
und die sich gegenseitig ausschlieSende Ereignisse darstellen. Fiir jeden Zustand gibt es
eine Verteilung der Zufallsvariablen U. Je nachdem welcher Zustand eintritt, wird der Wert
der Zufallsvariablen U aus der betreffenden Verteilung generiert.? Diese Modellvorstellung
nutzt man aus, um Zufallszahlen aus Mischungsverteilungen zu erzeugen.

Symbolisch schreiben wir die "Mischung” auch wie folgt:
U ~ aFl(Ol) + (1—(1) F2(02) ,

wobei F;(0;) die Verteilungsfunktion von V; bezeichnet und 6; deren Parametervektor. Im
Fall der Normalverteilung schreiben wir

U ~ aN(u,oi) + (1-a)N(us, 03) . (2-2)

Fiir den Erwartungswert von U ergibt sich unter Verwendung von (2-1) direkt

EUl = awm+ (1 —a)ps . (2-3)
Ferner ergibt sich fiir den Erwartungswert der quadrierten Zufallsvariablen
EU*] = aB[VY] + (1 - a)BV]
Daraus folgt fiir die Varianz von U4
viu] = [E[U?] - (E[U])?
= aB[VP] + (1 -a)EVF] — [am + (1-aq) M2]2
= a(@+ud) + 1-a)(o3+pd) - 1— 2 (2-4)
1+ 4 a) (o3 + 3) [pn+ (1= a)us]

= ac?+(1—a)osd +a(l —a)u? + (1 — a)apl — 2a(1 — a)ppo

ao? + (1 a)od + a(l — ) (1 — piz)?

3Siehe z.B. McLachlan und Peel (2000 section 1.4 "Interpretation of Mixture Models”).

“Im folgenden wird V|U] und o2 gleichgesetzt. Davon zu unterscheiden ist der spéter eingefiihrte

Mischungsverteilungs-Parameter o2,.



Die letzte Zeile zeigt, dafl nicht die absolute Grofie der beiden Parameter @1 und po, son-
dern nur deren Differenz relevant ist. Im iibrigen unterscheidet sich dies Ergebnis von dem,
das man bekommt, wenn man die Varianz der Summe aus V; und V5 bestimmt.® Dort
wiirde auch von Bedeutung sein, ob die beiden Zufallsvariablen stochastisch unabhéngig
sind oder nicht !

2.2 Diskrete Verteilung

Fiir diesen Fall gelten dieselben Formeln wie im Fall von zwei stetigen Zufallsvariablen.
Allerdings ist die Interpretation jetzt etwas anders. Dazu unterstellen wir, daf fiir V4 und
V5 folgende Verteilungen gegeben sein sollen:

Vo= 1 mit Wahrscheinlichkeit 0.5 Vo — 2 mit Wahrscheinlichkeit 0.5
L= 3  mit Wahrscheinlichkeit 0.5 A 4 mit Wahrscheinlichkeit 0.5

Man beachte, dafl die aus der Mischung von zwei bin&dren Zufallsvariablen resultierende
Zufallsvariable Y nun die vier verschiedenen Werte 1 ; 2 , 3 und 4 annehmen kann. Alle
vier Werte werden jeweils mit Wahrscheinlichkeit 1/4 realisiert, wenn a = 0.5 gilt.

2.3 Beliebig viele stetige (oder diskrete) Zufallsvariable

Fiir eine beliebig grofle Zahl k& von Zufallsvariablen lautet die Formel fiir die Dichtefunktion

k

glu) = Z a; fi(u) , 0<a;<1lund Z a =1, (2-5)

=1 7

und fiir Erwartungswert und Varianz erhalten wir
k
EU] = > oipi (2-6)

sowie

3 Mehrdimensionale Mischungsverteilungen

Es sei V; ein r-dimensionaler Zufallsvektor mit (gemeinsamer) Dichtefunktion

fi(vi, . o)

Var[Vi + Vo] = Var[Vi] + Var[Va] + 2cov[Vi, Va].
SEine Vereinfachung wie in Zeile 5 von Formel (2-4) fiir den Spezialfall von zwei Mischungskomponenten
ist nicht moglich.



sowie Erwartungsvektor

i
K24
B = :
Hr—1
Hor g
und Kovarianzmatrix
o11i 012 Olr—14i O1ri
021i 0922; 0271, O
Y, =
Or—1,1¢ Or—1,2i Opr—1,r—1,i Or—1,ri
Orlg Or2i Orr—1, Orrg

Wir sagen, der r-dimensionale Zufallsvektor U sei durch eine diskrete Mischung von k
verschiedenen r-dimensionalen Verteilungen erzeugt worden, wenn die (gemeinsame) Dich-
tefunktion fiir diesen Zufallsvektor durch

k
g(up,ug, ... up) = Z a; fi(ur,ug, ... uy) (3-1)
i=1

gegeben ist.

Symbolisch schreiben wir - speziell im Fall der Normalverteilung - fiir die Mischung:

k
U ~ ) N, =)
=1

Fiir den r-dimensionalen Vektor der Erwartungswerte des Zufallsvektors U ist fiir jedes j
das Integral

ElU;] = /.../ujg(ul,...yj coo ) duy . duy . dug

zu bestimmen.” Der Einfachheit halber betrachten wir die erste Komponente, d.h. j = 1
und schreiben fiir das Integral

Bl = /ul{//.../g(ul,...uj...uT)dquur_l...duQ}dul

-~

g1(u1)

= / uy g1(u1) duy

Andererseits 1é8t sich unter Verwendung der Definition (3-1) fiir die gemeinsame Dichte-

"Siehe z.B. die Definition bei Graybill, Introduction to Matrices with Applications in Statistics. 1969.
Kap. 10.4.



funktion schreiben:

AN S LY I B (TR P

=1
fi1(u1)

= SF L 2/ w fir(ur) duy

= S L g i

Dabei bezeichnet f;; die Randdichte der Zufallsvariablen V;1, d.h. der jeweils ersten Kom-
ponente bei den Zufallsvektoren V;. Daraus folgt

BUl = 3 e (3-2)

=1

Fiir die Kovarianzmatrix des Zufallsvektors U ld83t sich unter Verwendung der Definition

cow[Ul = E[UU] - E[U] E[U]
auBerdem das folgende Ergebnis herleiten:® ?
2 k k !
cov[U] Z o (3 + pip’) — Z Qg Z Qg (3-3)
i=1 i=1 i=1
8Man beachte, dafl
E[U?] E[UUz] ... E[ULU]
E[UUs]  E[U3] ... E[UU
E[UU] = : : " :
E[U;Ul] . E[U,f]
und beispielsweise
E[UhUs] = o012 + pipe

gilt.
9Aus (3-3) folgt, daB8 das (t,s)-Element der Kovarianz-Matrix (3-3) wie folgt aussicht:

cov(ug, us) = ZO“ oi(t,s) + i (t)pi(s (Z it > (Z aﬁu(s)) .

7

Dabei ist (¢, s) das (¢, s)-Element aus Matrix 3; und pu;(¢t) das ¢-Element aus dem Vektor u,. In der
Uberlagerung zwecks Anonymisierung duerften die o;(t, s) alle gleich Null sein, ausserdem ist a; = 0.5,7 =
1,2 und pi(t) = £ in der additiven Uberlagerung bzw. u;(t) = 1£6 in der multiplikativen Uberlagerung.
Dann ergibt sich fiir die additive Uberlagerung

covunyus) = X (uiOs(s) — (5, aapt)) (5, coma(s)
= 05(0* + (=p)*) = (0.5 = 0.51)°
= pu

und fiir die multiplikative Uberlagerung

cov(ug,us) = Eaz i (

t)i(s)) — (Zi aipi(t)) (32, cini(s))
0.5((1 + 5)2

+(1=6)%) = (0.5(1 +6) +0.5(1 — 6)?)

:52

Dies bedeutet, dafl auch in diesem speziellen Fall durch die Mischungsverteilung eine positive Korrelation
erzeugt wird.



Man beachte, dafl auch bei Nullkorrelation in den Ausgangsverteilungen eine von Null
verschiedene Korrelation erzeugt wird, sofern nicht alle Elemente des Mittelwertvektors fiir
alle ** gleich Null ist. Daf3 bei unterschiedlichen Mittelwerten eine von Null verschiedenen
Korrelation erzeugt wird, zeigt auch die Graphik 3/1. Man konnte dieses Bild auch als

Streudiagramm mit zwei "schwergewichtigen” Ausreiflern interpretieren, die die Korrelation
erzeugen.

GAUSS  Sun Aug 26 17:46:21 2007

MISCHUNG VON ZWEI BIVARIATEN NORMALVERTEILUNGEN

mu_1=(2,—-3),mue_2=(—3,2),sig_1=sig_2=(1,1),rho_1=rho_2=0

f(X'y)o.aﬁ 0.06 0.07 0.08

4 001002007 0.04
g

Abbildung 3/1: Mischung von zwei bivariaten Normalverteilungen

Falls man unterstellt, dafl alle Kk Komponenten der Mischungsverteilung von U die gleiche
Korrelation aufweisen, ist - beispielsweise fiir den Fall r = 4 - die Kovarianzmatrix durch

1 0; 0 o5
i1 0 o 2 /
»o= 2| Y i — 2 [1=0)T + oite 3-4
j j 0j 0 1 0] j [( Qj) 0y ] ( )
p o0 0 1

gegeben, wobei g; der Korrelationsparameter ist und ¢ den Einsvektor bezeichnet. Man
beachte, dafl dieser Parameter nicht beliebig negativ werden kann. Es mufl

— < 0; <1
r—1 % =

gelten, damit die obige Matrix positiv definit ist.

Falls wir unterstellen, daf8 alle involvierten Mischungsverteilungen von der Struktur (3-4)
sind, dann ergibt sich fiir die Kovarianzmatrix von U

k k !
coolU] = > i (07 [(1—0)T + o] + i) — (Z ¥ m-) (Z ; m)
=1 =1 =1

(3-5)
10



4 Die Logarithmische Normalverteilung als Mischungsver-
teilung

4.1 Eindimensionale Verteilung

Ich entnehme die folgenden Ergebnisse meinem Buch ’Statistische Methoden in der empi-
rischen Wirtschaftsforschung’.

Es sei Y eine normalverteilte Zufallsvariable mit E(Y) = g und Var(Y) = o2, d.h.

Y ~ N (p, 0%). Dann sagen wir, X := exp (Y) sei lognormalverteilt und schreiben
X~ L o?) (46)
Die Dichtefunktion ist gegeben durch
1 1 2
f(ﬂ?):{ zo Qﬂ'exp{_m [loge(:p)_lu] } ,IL‘>O (4_7)
0 , sonst

und fiir Erwartungswert und Varianz gilt:

0.2
E(X) = exp(n+ ) (4-8)
Var (X) = exp (24 + 02) (exp (62) — 1) = exp (2 + 20?) — exp (2 + 0?) (4-9)

Man beachte bei der Schreibweise in (4-6), da8 4 und o nicht Erwartungswert und Varianz
der Verteilung sind, sondern daf} diese durch (4-8) und (4-9) gegeben sind. Ferner kann
man zeigen , dal der Modalwert, also das Maximum der Dichtefunktion durch

h = exp(p— o2 (4-10)
gegeben ist, und daf fiir den Median bzw. Zentralwert

2 = exp(p) (4-11)

gilt.

4.2 Multivariate Verteilung

Die multivariate Normalverteilung wird beispielsweise bei S.J. Press (Applied Multivariate
Analysis, 1972 , Kap. 6.4) behandelt. Sie wird durch den Vektor p und die (positiv definite)
Matrix 3 charakterisiert.

Fiir die gemeinsame Dichtefunktion des r-dimensionalen Vektors ergibt sich

For. ) = b e { - yllorv - B (v - )
(2m)"/2 (det(2)"* ] vs
s=1
Dabei ist
log(v1)
logv = :
log(vr)
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Fiir die Erwartungswerte gilt

o3
E[Vs] = €exp {Ns 2}

und fiir die Kovarianzen ergibt sich
2 2

o + o 0.2 4 0.2
covlVs,Vi] = exp {us ot S psto'so't} — exp {Ms + e+ Szt}

Daraus folgt speziell fiir die Varianzen (t = s)
var[Vy] = exp{2us + 202} — exp{2pus + o2}

Demnach haben die Erwartungswerte und Varianzen im multivariaten Fall dieselbe Struk-
tur wie im univariaten Fall.

Auflerdem ist erwidhnenswert, dafl die Kovarianzen und damit die Korrelationskoeffizienten
gleich Null sind, wenn die Parameter p;; = 0 gesetzt werden. Andererseits impliziert
die Parameterkonstellation p;s = 1 nicht, dal die lognormalverteilten Zufallsvariablen
'perfekte’ Korrelation aufweisen. Denn fiir p;s = 1 ergibt sich

(72+02 02+0'2
cov[Vy, Vi] = exp{us + e+ S5t + UsUt} - exp{us + pe + STt}
2 0.2
= exp {,us + %} exp {,ut + Tt} (exp{osor} — 1)

Die Korrelation wire gleich 1, wenn dieser Ausdruck gleich dem Produkt der Strandard-
abweichungen wire. Jedoch ist dieser durch einen zwar sehr dhnlich aussehenden, aber
abweichenden Ausdruck gegeben:

wlVevil = ew{un s Shen{u+ T} Veolal - Vel -

Damit die Korrelation stets kleiner oder gleich 1 ist, mufl demnach der zuerst gegebene
Ausdruck groflier sein als der zweite, bzw. es mufl

(exp{ogoi} = 1) > (exp{os} — 1)(exp{oi} — 1)

gelten. Fiir den Fall o, = oy ist dies offensichtlich der Fall.'® Anders gesagt bedeutet dies,
daf} die Korrelation nie gleich 1 sein kann!!

4.3 Eindimensionale Mischungsverteilung basierend auf der Lognormal-
verteilung

FEine eindimensionale Mischungsverteilung, deren zwei Komponenten lognormalverteilt
sind, ergibt sich aus der allgemeinen Formel (2-1) unter Verwendung der speziellen Formel
(4-7) fiir die Dichtefunktion der Lognormalverteilung. Ein Beispiel findet sich in Abbildung
4/2, rechte Seite. Dabei sind die Parameter wie folgt gewiihlt:!!

p1 = —0.2957,0% = 0,1452, pp = 0, 6688, 03 = 0, 0488,

10Beweis fiir den allgemeinen Fall ?7?
"Djeses Beispiel verwendet auch Ronning (2005). Siehe FuBinote Seite 77.
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d.h. die beiden Komponenten haben die folgenden Erwartungswerte:
E[Vi] = exp{-0,2231} = 0,80 , E[V2]=exp{0,6932} = 2,00

Dies 1483t sich optisch aus der Abbildung verifizieren. Man beachte, dafl diese Mischungs-
verteilung stets nur positive Werte annimmt!

©
o

~E
o

0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

0.1

0.0

0.0 014 ‘ OA‘S ‘ 1,‘2 ‘ W.‘B ‘ 210 ‘ 214 ‘ 2,‘8 ‘ 3.‘2 ‘ 3.6
Abbildung 4/2: Mischung von zwei Logarithmischen Normalverteilungen

Fiir die multiplikative Uberlagerung, bei der diese Mischungsverteilung eingesetzt werden

soll, wird verlangt, daf§ der Erwartungswert dieser Verteilung gleich 1 ist. Formaler soll

gelten:

2 2

Dies liefle sich am einfachsten dadurch erreichen, dafl man

0'2 0'2
0.5 exp {,Ul + 1} + 0.5 exp{ug + 2} =1

o= —of/2 = und py = —03/2

setzt. Allerdings ist die resultierende Mischungsverteilung eingipflig und damit fiir unsere
Zwecke wertlos.

Fine unter vielen Varianten, die zu einer bimodalen Verteilung fithren, ist wie folgt: Wir
setzen
0} = 03 = o2, 0% ein beliebiger positiver Wert

und schreiben die obige Bedingung als
0.5 - exp{0?/2} (exp{m} + exp{ue}) = 1
Sodann wéahlen wir zwei positive Zahlen ¢ und d mit der Restriktion ¢ + d < 2 und setzen
p1 = log(c) und pe = log(d).
Dann 1483t sich die Bedingung wie folgt schreiben:

c+d = 2-exp{—02/2}
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Daraus bestimmen wir den Wert fiir 02 wie folgt:
o? =2 (log(2) — log(c + d))

Allerdings ist die Restriktion, dal ¢ und d positiv und in der Summe kleiner als 2 sein
sollen, vermutlich eine starke Restriktion. Numerische Beispiele dazu sind geplant.

4.4 Bezug zur Mischungsverteilung basierend auf Normalverteilungen

Fiir die Mischungsverteilung mit lognomalverteilten Komponenten gilt gemafi (2-1) und
(4-7)

(log(x) — p1)? (log(z) — p2)? }

1 1
) = a———expy———rt—"5—>— ¢+ (1—a) ——— expq —
9(z) ro1V2T p{ 20?2 } ( )SUO'Q\/27T p{ 203
(4-12)

Es soll die daraus resultierende Verteilung fiir die Zufallsvariable Y = log(X) bestimmt
werden. Wir wenden den Transformationssatz fiir stetige Verteilungen an, der in allgemei-
ner Form wie folgt lautet:

Fiir die Dichte der Zufallsvariablen Y = h(X) gilt

¢y (y) = e (v(y)) V' ()]

wobei v(y) = h~!(y) die Umkehrfunktion von h und 1, (z) die Dichtefunktion
von X ist.

In unserem Fall gilt Y = log(X), d.h. h(z) = log(z) und damit v(y) = exp(y) bzw.
v'(y) = exp(y) = exp(log(z)) = z. Wir erhalten also

¢(y) = Ylexp(r)) x

Anders gesagt: Die Dichtefunktion von X ist mit & zu multiplizieren, auflerdem tritt an
die Stelle von x jetzt exp(y). Damit erhalten wir fiir die Zufallsvariable Y = log(z) den
folgenden Ausdruck:

by) = = (awll\/ﬂ exp{_(log(exp;i)%) — p1)? } 1w ﬁ exp {_(log(exp;i)%) — 2)? })
- O‘lel/ﬂexp{—(y;;?)z} + (I-a) 02\1/ﬁ exp{—W} (4-13)

Dies ist jedoch exakt die Formel fiir die Mischung von zwei Normalverteilungen mit Er-
wartungswert

EY] = am+ (-a)m (4-14)

Demnach 148t sich die Mischung von logarithmischen Normalverteilungen durch Loga-
rithmierung in eine Mischung von Normalverteilungen iiberfithren, allerdings mit einem
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Erwartungswert, der von der jeweiligen Parameterkonstellation abhéngt (und nicht au-
tomatisch den Wert Null annimmt'2, wenn die Mischung der logarithmischen Nor-
malverteilungen den Erwartungswert Eins hat!!) Beispielsweise ergibt sich bei der oben
gewihlten Methode zur Festlegung der Parameter als Erwartungswert

ElY] = alog(c) + (1-a)log(d)

Der Erwartungswert ist nur dann Null, wenn (« = 0.5 und)
d=1/c

gilt, also z.B. ¢ = 3/2 und d = 2/3.

Wahlt man andererseits - ausgehend von der Mischung von zwei Normalverteilungen - die
(multiplikative) Spezifikation a la Hohne, d.h. (e = 0.5 und)

M1:1+6 ) /*’62:1_6 70-2:62+0-¢52 9
dann ergibt sich fiir die Mischung der logarithmischen Normalverteilungen

52 + 02
2

62 + o2

E[X]:0.5exp{l+5+ }+0.5exp{1—5—|—

Dieser Ausdruck kann, weil die Varianz o2 beliebig gewihlt werden kann, auch beliebige
Werte annehmen!

Entsprechend erhalten wir fiir die additive Spezifikation, d.h. (o = 0.5 und)
p=p , pp=—p ,0° =pt+ol

als Erwartungswert

2 2 2 2
E[X]=0.5 exp{u n “;05} 05 exp{—u n M}

2

5 Stochastische Uberlagerung durch Mischungsverteilungen

Bei der stochastischen Uberlagerung hat die Mischungsverteilung die Aufgabe, die Anony-
misierung in der Weise zu verstirken, dafl moglichst wenige Realisationen den Originalwert
- anndhernd - unverdndert lassen. Anders gesagt: Die anonymisierten Werte sollten nicht
in der Nihe der Originalwerte liegen. Deshalb sollten im Fall der additiven Uberlagerung
die Realisationen der Uberlagerungsvariablen moglichst weit entfernt vom Wert Null lie-
gen, im Fall der multiplikativen Uberlagerung maoglichst weit entfernt vom Wert Eins.'
Dies 1af3t sich am besten bzw. einfachsten mit dem in Abschnitt 2.1 betrachteten Spezial-
fall von zwei (stetigen) Mischungskomponenten (d.h. & = 2) erreichen. Andererseits wird

12Das gilt {ibrigens auch bereits fiir die Beziehung zwischen Normalverteilung und logarithmischer Nor-
malverteilung selbst (ohne Mischung)!

13Die Idee der Uberlagerung mittels Mischungsverteilung und insbesondere der multiplikativen Uberla-
gerung wurde ebenfalls von Massell, Zayatz und Funk(2006) vorgeschlagen. Diese Autoren verwenden eine
”gesplittete Dreiecksverteilung”, was einer Mischungsverteilung entspricht, bei der zwei deutlich separierte,
symmetrisch um 1 positionierte, Intervalle positive Wahrscheinlichkeits-Masse besitzen.
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man zum Zwecke der Anonymisierung beide Mischungskomponenten symmetrisch wihlen,
insbesondere die Gewichte und die Varianzen gleich grofl wéhlen.

Wir behandeln zunéchst - ausfiihrlich - den eindimensionalen Fall und dann eher kursorisch
den mehrdimensionalen Fall. In beiden Féillen wird zunéchst die additive und dann die
multiplikative Uberlagerung betrachtet.

5.1 Eindimensionaler Fall

Im folgenden beschreiben wir die speziellen Parametrisierungen im Fall der Uberlagerung
und wenden dann die Ergebnisse aus Abschnitt 2.1 an, um die ersten und zweiten Momente
zu bestimmen.

5.1.1 Additive Uberlagerung

Im Fall der additiven Uberlagerung wihlen wir'4
[i1 = fun  fi2 = —[im (5-1)
und
of = 03 = oy, (5-2)
sowie
o] = g = % (5-3)

Dann ergibt sich aus den allgemeinen Formeln (2-3) und (2-4)
E[U] = 0

und
VU = om+ b s

d.h. 02 = 02, + 12, in der alternativen Schreibweise.

5.1.2 Multiplikative Uberlagerung

Im Fall der multiplikativen Uberlagerung withlen wir die alternative Spezifikation
w1 =140, po=1—"9p, (5-4)
fiir die Erwartungswerte. Im Ubrigen werden die Spezifikationen des additiven Falls bei-
behalten: Fiir die Varianzen gilt (5-2) und fiir die Gewichte gilt (5-3).
Dann ergibt sich aus den allgemeinen Formeln (2-3) und (2-4)
E[U] = 1

und
VUl = op + 60

d.h. 02 = 02, + 62, in der alternativen Schreibweise.

YDer Index ”m” steht fiir Mischung und bezeichnet Parameter, die die einzelnen Komponenten der
Mischungsverteilung charakterisieren, wenn sie fiir alle Mischungskomponenten identisch gewéhlt werden.

16



5.2 Mehrdimensionaler Fall

Entsprechend dem Vorgehen im Abschnitt 5.1 beschreiben wir auch fiir mehdimensionale
Verteilungen die speziellen Parametrisierungen im Fall der Uberlagerung und wenden dann
die Ergebnisse aus Abschnitt 3 an, um die ersten und zweiten Momente zu bestimmen.
Auch hier beschrinken wir uns auf den Fall von k = 2 Mischungskomponenten.

5.2.1 Additive Uberlagerung

Im Fall der additiven Uberlagerung wihlen wir

K1 = My s K2 = =y (5_5)

wobei p nicht notwendigerweise identische Erwartungswerte fiir alle r Komponenten be-
sitzt. Ferner soll

31 =33 = X, (5-6)
sowie
1
ap = az = 5 (5-7)
gelten.

Dann ergibt sich aus den allgemeinen Formeln (3-2) und (3-3)

E[U] = o0
und
covlU] = o + flly, - (5-8)
Man beachte, daf} die spezielle Parametrisierung der Mischungsverteilung mit p; = —py =

W, eine "VergroBerung” der Kovarianzmatrix bewirkt!

5.2.2 Multiplikative Uberlagerung

Im Fall der multiplikativen Uberlagerung wihlen wir die alternative Spezifikation
Py =t+0m, e =0t— 0y, (5-9)

fiir die Erwartungswerte, wobei d,, nicht notwendigerweise identische Werte fiir alle r
Komponenten besitzt. Im Ubrigen werden die Spezifikationen des additiven Falls beibe-
halten: Fiir die Varianzen gilt (5-2) und fiir die Gewichte gilt (5-3).

Dann ergibt sich aus den allgemeinen Formeln (2-3) und (2-4)
E[U] = .

und
cov[U] = X, + 6,0, . (5-10)

Falls alle Komponenten von é,,, identisch sind, d.h. falls

O = Ot (5-11)

17



gilt, ergibt sich fiir die Kovarianzmatrix die spezielle Form

cou[Ul = X, + 63
Falls wir weiterhin noch
Y, = o4l (5-12)
verlangen, erhalten wir
cov[U] = o021+ 63 u

Dieses spezielle Ergebnis wird uns spéter bei der Betrachtung des Hohne-Verfahrens wieder
begegnen. Siehe insbesondere Abschnitt 6.2. Aber auch hier sollte bereits die Bemerkung
gemacht werden, dafl die Mischungsverteilung mit zwei Komponenten, die mittels des Pa-
rameters d,, symmetrische Zu- und Abschlige erzeugt, dazu fiithrt, dafl die r Komponenten
miteinander korreliert sind. Denn man kann die Kovarianzmatrix auch wie folgt schreiben:

coo[U] = (0%, +82) (1—p)T + pud)
Dabei steht p fiir den zuvor abgeleiteten Korrelationskoeffizienten

_Om
o2, + 02,
Wohlgemerkt: Obwohl die Verteilungen der einzelnen Mischungskomponenten skalare Ko-

varianzmatrix besitzen , weist die Mischungsverteilung selbst positive Korrelation aus.
Siehe (5-12) in Verbindung mit (5-2).

6 Das Hohne-Verfahren

Das Verfahren, das Jorg Hohne vorgeschlagen hat, ist vor allem mit der Absicht entwickelt
worden, bei der Uberlagerung von verschiedenen Merkmalen deren Beziehung zueinan-
der, insbesondere das proportionale Verhéltnis, einigermafien zu erhalten. Hier geht es vor
allem um die formale Darstellung des Verfahrens und um die Frage, ob dies Verfahren mit
einer Mischungsverteilung dquivalent ist bzw. inwiefern es sich davon unterscheidet.

Wir betrachten zunéchst das "Hohne-Verfahren” fiir ein einziges Merkmal, dann aber auch
flir mehrere Merkmale gemeinsam.

6.1 Ein einziges Merkmal
6.1.1 Additiver Fall

Wir betrachten das Modell
U = uD + ¢ , (6-1)

wobei p ein Parameter mit beliebigem Wert ist. Fiir die diskrete Zufallsvariable D gilt

D — { +1  mit Wahrscheinlichkeit o (6-2)

—1 mit Wahrscheinlichkeit 1 — «
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und die stetige Zufallsvariable ¢ ist wie folgt spezifiziert:
Elel =0 , V[ = o? (6-3)

wobei die Annahme der Normalverteilung iiblicherweise hinzutritt. Ferner wird angenom-
men, daB D und e stochastisch unabhéngig sind.

Erwartungswert und Varianz von D sind durch
E[D] = 2a—1 , V[D] = 4a(l-a)

gegeben. Wenn a = 1/2 gilt, ist der Erwartungswert gleich 0 und die Varianz gleich 1.
AuBlerdem ist die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion von D durch

Wd) = o (1—a)s (6-4)
fir d e {+1, —1} gegeben.
Fiir Erwartungswert und Varianz von U geméifl (6-1) ergibt sich dann

EU] = pa-1) (6-5)

sowie

VU] = p*VID] + VU] = 4a(1—a)p?® + o> . (6-6)

Insbesondere erhalten wir fiir den "symmetrischen” Fall, d.h. wenn o = 1/2 gilt,
EUl =0 , V[U =p*+a>

was dem Resultat fiir die Mischungsverteilung entspricht, wenn dort ebenfalls der "sym-
metrische” Fall betrachtet wird.

6.1.2 Multiplikativer Fall

Im Fall der multiplikativen Uberlagerung verwenden wir statt (6-1) den Ansatz
U = (146D) +c¢ (6-7)
und erhalten in diesem Fall fiir Erwartungswert und Varianz
ElUl = 14+62a-1) (6-8)

sowie

VU = &*VID] + VU] = 4a(1—a)d* + o> . (6-9)

Fir « =1 — a = 1/2 erhalten wir das Resultat
EU] =1 , V[U] =&+

was dem Resultat fiir die Mischungsverteilung (im multiplikativen Fall) entspricht, wenn
dort ebenfalls der "symmetrische” Fall betrachtet wird.

19



6.1.3 Dichtefunktion im H6hne-Ansatz

Obwohl die Gleichheit der ersten und zweiten Momente dafiir spricht, dafl Mischungsvertei-
lung und Hoéhne-Verfahren dquivalent sind, ist dies erst nachgewiesen, wenn die Gleichheit
der Dichtefunktionen gezeigt ist. Dazu gehen wir wie folgt vor: Wir betrachten zunichst
die bedingte Dichte von U gegeben D , multiplizieren diese Dichte mit der Randdichte von
D, um die gemeinsame Dichte zu bestimmen und "integrieren” dann die Zufallsvariable D
aus, um die Randdichte von U zu erhalten. Dabei ist in diesem Fall allerdings wegen der
Diskretheit von D eine Summation vorzunehmen. Wir unterstellen im folgenden zusétzlich

e ~ N, 02 . (6-10)

Additiver Fall: Fiir gegebenes D ist U in (6-1) normalverteilt, d.h.
UD=d ~ N(ud, %)

wobei N die Dichtefunktion der Normalverteilung symbolisieren soll. Fiir die gemeinsame
Dichte von U und D erhalten wir dann

g(u.d) = h(d)-N(ud, o?)

mit h(d) aus (6-4). Dann erhalten wir die Randdichte von U durch folgende Formel:

fw) = Y gwd = Y @ (1-a)F Nud, d?)

de {+1,-1} de {+1,-1}

oder
fu) = aN(u,o?) + (1—a) N(ug, 02) . (6-11)

Dies entspricht exakt der Dichte der Mischungsverteilung in (2-2), allerdings fiir den Spe-
zialfall identischer Varianzen.

Multiplikativer Fall: Fiir gegebenes D ist U in (6-7) normalverteilt, d.h.
UD=d ~ N + dd, o?)
Wie im addtiven Fall erhalten wir fiir die gemeinsame Dichte von U und D dann
g(u,d) = h(d)-N(1+éd, o?)

mit A(d) aus (6-4)und fiir die Randdichte von U ergibt sich

flu) = S oglud) = 3 a2 (1—a)2 N +dd, o?)
de {+1,-1} de {+1,-1}
oder
flu = aNA+d6,05) + (1—-a)N1-6,0%) . (6-12)

Dies entspricht exakt der Dichte der Mischungsverteilung in (2-2), allerdings fiir den Spe-
zialfall identischer Varianzen.
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6.2 Mehrere Merkmale gemeinsam

Hohne hat vorgeschlagen, alle Merkmale mit demselben (multiplikativen) Zu- bzw. Ab-
schlag § zu versehen und dann bei den einzelnen Merkmalen noch eine (merkmals-spezifi-
sche) Uberlagerung durchzufiihren. Dahinter steht die Idee, daB damit die proportionalen
Beziehungen zwischen den einzelnen Merkmalen bzw. die daraus erzeugten Verhéltniszah-
len annihernd gleich bleiben. ' Dies soll im folgenden dargestellt werden, sodann soll
nachgewiesen werden, daB auch in diesem Fall Aquivalenz zum statistischen Modell der
Mischungsverteilung besteht.

Da Hohnes Vorschlag nur die multiplikative Alternative betrachtet, werden wir uns im
Text auf diese Variante beschrinken. Appendix A stellt ergéinzend auch die additive Vari-
ante kurz dar, weil sie in Abschnitt 9 ebenfalls benétigt wird.

6.2.1 Formale Darstellung des Verfahrens

Es wird der r-dimensionale Vektor U betrachtet, fiir dessen j-te Komponente gelten soll:
Uy = (140D)+¢ ,j=1,...,r, (6-13)

Fiir alle » Komponenten gemeinsam kann man das auch schreiben als
U = (1+46D)t + ¢ , (6-14)

wobei & ein Parameter mit beliebigem Wert ist. Genau wie in Abschnitt 6.1.1 ist die
diskrete Zufallsvariable D durch

D - +1  mit Wahrscheinlichkeit o
o —1 mit Wahrscheinlichkeit 1 — «

gegeben (siehe (6-2)) und der r-dimensionale stetige Zufallsvektor e ist entsprechend (6-3)
spezifiziert:
Ele] = 0 , covle] = o021 (6-15)

£

wobei die Annahme der Normalverteilung iiblicherweise hinzutritt. Genau wie in Abschnitt
6.1.1 wird die stochastische Unabhéngigkeit von D und e unterstellt.

Fiir den Erwartungswert der Zufallskomponente U; aus dem Zufallsvektors U ergibt sich
(wie im Fall der Betrachtung eines einzigen Merkmals)

EU;] = 14+0Q2a-1) , j=1,...r (6-16)

oder auch kompakter
EUl = (1+4+6R2a—-1))¢ . (6-17)

Im ’symmetrischen’ Fall (o = 1/2)ergibt sich

E[U = .

Bei der Bestimmung der Kovarianzmatrix ist folgende Beobachtung wesentlich: Da alle r
Komponenten die Zufallsvariable D enthalten, sind die Komponenten von U miteinander

5Darauf werden wir in Abschnitt 8 niher eingehen.
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korreliert, selbst wenn die Komponenten ¢; des Zufallsvektors € unkorreliert sind!! Um
die Kovarianz zu bestimmen, betrachten wir zunéchst den Erwartungswert des Produktes
U;U;. Dafiir erhalten wirl6

EplE.plUiU;]|D] = Ep[(14+6D)’] = Ep[l+2§D+6°D?] = 1+ 26(2a — 1) + 6
und fiir die Kovarianz selbst erhalten wir
cov[U;U;] = 1+ 25Qa—1)+8* — (1+62a—1))* = 6 -6*(2a—-1)* > 0.

Diese Kovarianz ist also gleich Null nur fiir « = 0 bzw. @ = 1, d.h. wenn nur eine ein-
zige Mischungskomponente verwendet wird. Ansonsten ist diese Kovarianz (und damit
auch die entsprechende Korrelation) stets positiv! Im hier besonders interessierenden
'symmetrischen’ Fall (o = 1/2) ist die Kovarianz gleich §2.

Fiir die Varianz von Uj gilt ferner (siche die Ergebnisse in Abschnitt 6.1.2)
VIU;] = 4a(l—a)é® + o2
und speziell fiir den symmetrischen Fall( & = 1 — a = 1/2) erhalten wir
VU] = 6% + o2

Damit erhalten wir in diesem speziellen Fall fiir den Korrelationskoeffizienten eine beson-
ders einfache Struktur:

52

62 + o2

1
corr[U; U;| = falls a = 5
Die durch das Verfahren erzeugte Korrelation ist also umso grofler, je grofler der gemein-
same Zuschlag 6 und je kleiner die Uberlagerungsvarianz o? ist!

Als Kovarianzmatrix erhalten wir aus obigen Ergebnissen (beispielsweise fiir » = 4 Merk-
male)

da(l —a)s? +02 62 —-622a—1)2 2 -0%22a—1)2 62 —6%(2a —1)?
52 —522a—-1)2 da(l—a)s®?+02 2 —-622a—-1)2 % —-6%2a—1)?
62— 0%22a—1)2 82 -6%22a—1)2 4da(l —a)é®+02 6% —6%(2a —1)2
62 —68%2a—1)2 %2 -5%2a—-1)2 62 —-6%2a—1)? 4a(l —a)d?+ o2

cov[U] =

die sich im ’symmetrischen’ Fall auf die einfache Form

cov[U] = 021 + §%u’ = (1=p)I + pu) (6-18)

o2+ 62
reduziert, wobei p fiir den zuvor abgeleiteten Korrelationskoeffizienten

52

P 62 4 o2

steht. Man beachte, dafl diese Korrelation stets positiv ist!

16Wir verwenden
E[D’| =V[D]+ (E[D))? =4a(l —a) + 2a—1)*=1
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6.2.2 Ableitung der Dichtefunktion

Wir koénnen festhalten, dafl sich fiir Erwartungswert und Varianz unter bestimmten Be-
dingungen dieselben Resultate ergeben wie bei der Mischungsverteilung: In beiden Fillen
gilt

E[U] = + und cov[U] = o2 + 6*u/ (6-19)
Dabei wird dieses Ergebnis in der Mischungsverteilung erreicht, wenn fiir die Mittelwert-

vektoren und die Kovarianzmatrizen in allen Mischungskomponenten folgende sehr spezi-
elle Annahme getroffen wird:

p; =60 und ;=071 (6-20)
und der ’symmetrische Fall’
Lo 1
2

sowohl bei der Mischungsverteilung als auch im Hohneverfahren unterstellt wird.

Es bleibt zu priifen, ob auch im mehrdimensionalen Fall die Dichtefunktion des Hohnever-
fahren mit der Definition der Mischungsverteilung geméf (3-1) iibereinstimmt. Bei dieser
Analyse gehen wir wie im eindimensionalen Fall vor. Siehe dazu Abschnitt 6.1.3. Wieder
beschrinken wir uns auf den hier relevanten Fall der multiplikativen Uberlagerung.

Wir betrachten zunéchst die bedingte Dichte von U gegeben D , multiplizieren diese Dichte
mit der Randdichte von D, um die gemeinsame Dichte zu bestimmen und "integrieren”
dann die Zufallsvariable D aus, um die Randdichte von U zu erhalten. Dabei unterstellen
wir im folgenden wieder zusétzlich Normalverteilung;:

e ~ N(0,0%T) . (6-21)

Fiir gegebenes D ist U in (6-14) normalverteilt, d.h.
U|(D=d) ~ N((1 +6d)e, o2I)
Fiir die gemeinsame Dichte von U und D ergibt sich
glu,d) = h(d) N1+ 6dd)e, o)

mit A(d) aus (6-4)und fiir die Randdichte von U ergibt sich

flu) = Z g(u,d) = Z o' (1 — a)l%d - N((1+6d)e, o2T)
de {+1,-1} de{+1,-1}

oder
flw) = aN((1+ e, o) + (1—a) N((1 — e, o) . (6-22)

Dies entspricht exakt der Dichte der Mischungsverteilung in (3-1), allerdings fiir den Spe-
zialfall identischer (skalarer) Kovarianzmatrizen.
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7 Anonymisierung mittels stochastischer Uberlagerung

Im folgenden bezeichnet Y die originale Variable und Y* die anonymisierte Variable, ent-
sprechend bezeichnen Y und Y® die betreffenden Vektoren im multivariaten Fall. Im
folgenden gehen wir davon aus, dafl alle Zufallsvariablen stetig sind.

Es soll gelten
ElY] = p, sowie VY] = o (7-1)

bzw. im multivariaten Fall fiir k-dimensionalen Vektor Y

ElY] = p, sowie cov[Y] = 3, (7-2)

7.1 Additive Uberlagerung

Im eindimensionalen Fall gilt
Y =Y + U (7-3)

wobei U eine stetige Zufallsvariable mit Erwartungswert 0 und Varianz o2 > 0 ist. Im
multivariaten Fall erhalten wir

Y = Y + U (7-4)

wobei der Zufallsvektor U Erwartungswert 0 und Kovarianzmatrix cov[U] besitzt.

Fiir Erwartungswert und Varianz bzw. Kovarianzmatrix ergibt sich

EY?] = py und VY] = 0'5 + o2 (eindimensional)
und
ElY'] = mp, und cov[Y?] = cov[Y] + cov[U] (mehrdimensional)

Falls die Uberlagerung mittels der Mischungsverteilung aus Abschnitt 5.1.1 (bzw. mit
dem Hohne-Verfahren) erfolgt, ergibt sich - im eindimensionalen Fall - fiir die Varianz der
tiberlagerten Variablen

VY] = o) + o0 + 1o, (7-5)
wobei y,, und o2, die Parameter aus der Mischungsverteilung sind, siehe (5-1).

Im multivariaten Fall ergibt sich aus (5-8) als Kovarianzmatrix der iiberlagerten Variablen
cov[Y?] = cov[Y] + o + Bl (7-6)

wobei p,,, und ¥,, die Parameter aus der Mischungsverteilung bezeichnen. Siehe Abschnitt
5.2.1.
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7.2 Multiplikative Uberlagerung in univariaten Verteilungen

Ublicherweise wird man bei der multiplikativen Uberlagerung unterstellen, daf$ sowohl die
zu iiberlagernde Variable Y als auch die Uberlagerun gsvariable U nichtnegativ sind, um
zu garantieren, daf} die anonymisierte Variable Y* ebenfalls nichtnegativ ist. Dieser Aspekt
wird hier nicht im Einzelnen beriicksichtigt.

Fiir den eindimensionalen Fall ergibt sich hier
Y¢ = YU (7-7)

wobei U eine positive stetige Zufallsvariable mit Erwartungswert 1 und Varianz o2 > 0
ist, die stochastisch unabhéingig von Y erzeugt wird. Alternativ kénnte man schreiben:

EUIY] = 1 und V[U]Y] = o2.

u

Es ergibt sich aus (7-7)fiir den bedingten Erwartungswert
EYYy] = 1-Y
und damit fiir den unbedingten Erwartungswert

EY = py

Ferner erhalten wir fiir die bedingte Varianz

ViYely] = Y?V[UlY] = Y?o2

u

und damit fiir die unbedingte Varianz!'”

V[Ye = 05 + o2 (,ufj + 033) : (7-8)
Falls die Uberlagerung mittels der Mischungsverteilung aus Abschnitt 5.1.2 (bzw. mit

dem Hohne-Verfahren) erfolgt, ergibt sich - im eindimensionalen Fall - fiir die Varianz der
iiberlagerten Variablen

ViYY = 05 + (02, + 62) (ui + 05) (7-9)
wobei §,, der Mittelwertparameter und o2, der Varianzparameter aus der Mischungsver-

teilung sind, siehe (5-4) und (5-2).

7.3 Multiplikative Uberlagerung in multivariaten Verteilungen

Im multivariaten Fall sind der sogenannte “skalare’ bzw. "konstante” Fall und der Fall der
“eigentlichen multiplikativen” Uberlagerung zu unterscheiden. Im ersten Fall werden alle

'"Es wird die Formel fiir bedingte und unbedingte Varianzen verwendet:

VY] = BAVIYUY]} + V{EY" Y]}
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Komponenten des Merkmals-Vektors mit demselben Faktor multiplikativ {iberlagert.
Dies hat den Vorteil, da8 bei der Bildung von Quotienten dieser Faktor tendenziell (siehe
jedoch Genaueres in Abschnitt 8) eliminiert wird, d.h. dafl die Quotienten durch diese Art
der multiplikativen Uberlagerung nicht veriindert werden!! Formal ergibt sich in diesem
Fall

Y* = UY (konstante multiplikative Uberlagerung) (7-10)

Dabei soll fiir die (nichtnegative) Storvariable U gelten:

E[UY] = 1 und V[U[Y] = o2.

u

Im Fall der eigentlichen multiplikativen Uberlagerung erhalten wir dagegen
Y* = Uo6Y (eigentliche multiplikative Uberlagerung) (7-11)
wobei U ein positiver Zufalls-Vektor mit
E[U] = ¢ und cov[U] eine beliebige positiv definite Matrix
ist und ® das Hadamard-Produkt bezeichnet.!®
Es sind aber auch allgemeine Spezifikationen denkbar.

o Beispielsweise lassen sich anonymisierte Variablen als Linearkombinationen von iiber-
lagerten Originalvariablen bilden:

UnYs +UpYe + ... + Uy, Y,
UY = | UaYr +UxYs + ...+ UsY,

U Y1 +UpYo + ...+ U Y,
betrachten, wobei U eine nichtnegative (r x r) Zufalls-Matrix ist.

e SchlieBllich kann man auch noch
YVi=Uoy (7-12)

betrachten, wobei die Zufalls-Matrizen ) und U identische Dimensionen besitzen.
Wir bezeichnen dies als variablenspezifische multiplikative Uberlagerung bei Matri-
zen.

7.3.1 Uberlagerung mit Hilfe eines konstanten Faktors

Im "konstanten” Fall ergibt sich aus (7-10) fiir den bedingten Erwartungswert
EYYY] = 1-Y
und damit fiir den unbedingten Erwartungswert

EY] = p,

18Siehe Marshall und Olkin (1979 Seite 257-8) fiir einige Eigenschaften des Hadamard-Produktes.
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Ferner erhalten wir fiir die bedingte Varianz-Kovarianz-Matrix folgendes: Fiir die Varianz
der einzelnen Komponenten ergibt sich entsprechend dem univariaten Fall

VIYAY] = o2YP firalle k
sowie
coolY Y] = onYYfiralle jkj#k.
Insgesamt gilt also fiir die bedingte Kovarianzmatrix
cou[YY] = o2YY’

Zur Berechnung der unbedingten Kovarianzmatrix verwenden wir die Formel fiir bedingte
Erwartungswerte und Kovarianzen und erhalten

cov[Y] = Elcov[YYY]] + cov[E[YYY]] = 02E[YY'] + cov[Y]
= o2 {cov[Y] + oy by} + cov[Y] (7-13)
mit
ol = o2, + &%

Man beachte die Entsprechung zu (7-8) fiir den eindimensionalen Fall.

7.3.2 fjberlagerung mit Hilfe unkorrelierter Stérvariablen

Eine komplexere Formel ergibt sich fiir den Fall der "eigentlichen multiplikativen” Uberla-
gerung. Dabei spielt offensichtlich auch die Annahme iiber die Varianzen und Kovarianzen
von U eine Rolle. Wir untersuchen zunéchst den einfachsten Fall, in dem alle U}, identische
Varianz o2 besitzen und miteinander unkorreliert sind.

Aus (7-11) ergibt sich fiir den bedingten Erwartungswert
E[Y]Y] = 1Y
und damit fiir den unbedingten Erwartungswert

ElY'] = py,

Ferner erhalten wir fiir die bedingte Varianz-Kovarianz-Matrix folgendes: Fiir die Varianz
der einzelnen Komponenten ergibt sich entsprechend dem univariaten Fall

VIYilY] = o2Y7 fir alle k
sowie
cou[Y, YE'IY] = cov[U; Yy, UpYi|Y] = covlU;,Ug]Y; Yy = Ofiir alle j,kj £k,

weil die U; unkorreliert sind. Insgesamt gilt also fiir die bedingte Kovarianzmatrix eine
Diagonalmatrix (im Unterschied zum konstanten Fallll):
}/12
Y'22
cou[YY] = o2

2
Ykl
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Zur Berechnung der unbedingten Kovarianzmatrix verwenden wir wieder
cov[Y?] = Elcov[Y*Y]] + cov[E[Y?Y]]

und erhalten in diesem Fall

cov[Y = o2FE + covlY]

Toh—1) T Hy(r1) ) ,
Tytky T Hyr)

+ cov[Y] (7-14)

mit
2 2 2
au - Um + 6m

Man beachte auch hier die Entsprechung zu (7-8) im eindimensionalen Fall.

Demnach stimmen die Varianzen des "eigentlichen” Falls mit den Varianzen des "konstan-
ten” Falls {iberein, nicht aber die Kovarianzen. Fiir diese 148t sich eine Abschéitzung wie
folgt vornehmen: Falls alle » Merkmale positiv miteinander korreliert sind und alle Er-
wartungswerte positiv sind (was bei nichtnegativen Merkmalen automatisch der Fall ist),
ergeben sich fiir den eigentlichen Fall kleinere Kovarianzen als im konstanten Fall. Man
vergleiche (7-13) mit (7-14). Wegen der identischen Varianzen bedeutet dies eine geringere
Korrelation im Fall der "eigentlichen” Uberlagerung.

7.3.3 Uberlagerung mit Hilfe von korrelierten Stérvariablen

Wir untersuchen nun den spéter interessierenden Fall, dafl die Storvariablen U; des Zufalls-
vektors U miteinander korreliert sind. Die Kovarianzmatrix insgesamt soll jetzt allgemein
durch cov[U] gegeben sein. Dies betrifft insbesondere die Uberlagerung mit Hilfe einer
Mischungsverteilung, auf die wir im folgenden Abschnitt 7.3.4 eingehen, was dann jedoch
eine spezielle Struktur der Kovarianzmatrix zur Folge hat.

Wieder gilt fiir den unbedingten Erwartungswert
EY] = p,
Ferner erhalten wir fiir die bedingte Varianz-Kovarianz-Matrix wegen
VIYi]Y] = o2V} fir alle k
sowie

coo[ Y, VY] = cov[U; Y, UpYi|Y] = cov[U;, Ui Y; Yy fiir alle 5,k j # k|
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und somit fiir die bedingte Kovarianzmatrix insgesamt:

cov[YY] = cov[U] ® YY'

Zur Berechnung der unbedingten Kovarianzmatrix verwenden wir wieder
cov[Y?] = Elcov[Y*Y]] + cov[E[YY]]
und erhalten in diesem Fall

cov[Y? = cov[U] ® E[YY'] + cov[Y]
= cov[U] © (cov[Y] + p,p) + cov[Y]

7.3.4 Uberlagerung mit Hilfe der Mischungsverteilung

(7-15)

Wir haben in Abschnitt 5.2 und speziell fiir multiplikative Uberlagerung im Unterabschnitt
5.2.2 festgestellt, dal die Annahme der Unkorreliertheit nicht mit der Mischungsverteilung
vertriglich ist, wenn man sie wie dort beschrieben fiir die Uberlagerung einsetzt. Deshalb
miissen wir, wenn wir eine Mischungsverteilug fiir die stochastische Uberlagerung unterstel-
len, die Annahme aufgeben, daf die Uberlagerungsfaktoren miteinander unkorreliert sind.
Andererseits interessiert uns vor allem die Auswirkung der speziellen Parametrisierung,
die wir als Hohneverfahren bezeichnen: Alle Merkmale werden mit demselben Zuschlag

versehen, d.h. geméf (6-13) soll gelten:
Ui = 146D +¢; ,j=1,...,7,
Ferner sollen die Storterme ¢; den “klassischen” Annahmen geniigen:
Ele] = 0 , covle] = o021

Siehe dazu (6-3). Dies fiithrt zu folgender Kovarianzmatrix:

1
cov[U] = 021 + 6%u/ = o (1=p)I + pu),
wobei p durch
52
po= 62 + o2

gegeben ist. Siehe (6-18). Demnach gilt fiir Varianzen und Kovarianzen:

VIU;) =02+ 6% und covU;, Up] = 6

(7-16)

Dies entspricht der speziellen multiplikativen Uberlagerung, wie sie in Abschnitt 5.2.2
beschrieben wurde.'” Fiir diesen speziellen Fall wollen wir deshalb im folgenden Erwar-

tungsvektor und Kovarianzmatrix des Vektors Y¢ bestimmen.

Es gilt wieder

YP = UYL j=1,...r,

9Dort wurden die etwas abweichenden Bezeichnungen o2, und §,, gewéhlt.
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Deshalb ergibt sich aus (7-11)fiir den bedingten Erwartungswert
E[YY] = 1-Y
und damit fiir den unbedingten Erwartungswert
EY'] = p,
Ferner erhalten wir fiir die bedingte Varianz-Kovarianz-Matrix folgendes: Fiir die bedingte
Varianz der einzelnen Komponenten ergibt sich
VIY;[Y] = VI[U;]- Y} fiir alle j
und fiir die bedingten Kovarianzen erhalten wir
cou[ Y, V'Y = cov[U; Yy, UpYi|Y] = covlU;,Uk] - Y; Yy fiir alle j,kj #k
Insgesamt ergibt sich also fiir die bedingte Kovarianzmatrix :

covlY!Y] = cow[U] @ YY' = (021 +4§°u) oYY

Zur Berechnung der unbedingten Kovarianzmatrix verwenden wir wieder
cov[Y?] = Elcov[Y*Y]] + cov[E[Y?*Y]]
und erhalten in diesem Fall

co[YY = (o021 + 6*u) © (cov[Y] + pytty) + cov[Y] (7-17)
Alternativ kénnte man in dieser Formel die Parameter o2, und d,, verwenden. Die Ent-
sprechung zu (7-8) im eindimensionalen Fall ist hier nur noch bedingt gegeben.

7.3.5 Zusammenfassung

Die Ergebnisse der Unterabschnitte von Abschnitt 7.3 lassen sich wie folgt zusammen-
fassen: In allen drei Fallen wird auch mittels Y* der Mittelwertvektor erwartungstreu
geschétzt. Fiir die Kovarianzmatrix von Y® ergibt sich in allen Féllen eine Kovarianz-
matrix mit additiver Struktur: Zu der Kovarianzmatrix cov[Y] wird eine zweite Matrix
addiert, in der die ersten und zweiten Momente von Y sowie die Parameter der Uberlage-
rungsvariablen eine Rolle spielen, d.h. es tritt eine zweite positiv semi-definite Matrix zu
der Matrix cov[Y] hinzu, was den (unterschiedlich grofien) Effizienzverlust charakterisiert.

7.4 Korrelation bei multiplikativer Uberlagerung

Es soll nun die Auswirkung der Uberlagerung auf den Korrelationskoeffeizienten eingehen-
der untersucht werden. Dabei konzentrieren wir uns auf die Resultate aus Abschnitt 7.3.4,
in dem Mischungsverteilungen vom Hohne-Typ verwendet werden. Insbesondere ist hier
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die daraus resultierende Formel (7-17)fiir die Kovarianzmatrix relevant. Aus dieser Formel
ergibt sich (unter der Annahme konstanter Korrelation p fiir alle Paare)

VXYl = (* +02) (0f + 43) + o
covlY', V!l = 6% (pojor + pju) + pojoy (7-18)

sowie
p(1+ %) ojor + 8%y

\/{(52 + 02) (02 + 42) + 2} {8 + 02) (oF + u}) + 0P}

(7-19)
Aus dieser Formel folgt, daf§ die Korrelation von Y und Y,’ eine monotone Beziehung
zur Korrelation der entsprechenden Originalvariablen aufweist: Je grofler der Wert des
Korrelationskoeflizienten p auf der Skala zwischen -1 und +1 ist, desto grofler ist auch
der Wert des Korrelationskoeffizienten fiir die iiberlagerten Variablen. Allerdings ist im
Fall p = 0 (Originalvariablen unkorreliert) die Korrelation der iiberlagerten Variablen im
Allgemeinen ungleich Null und héngt von den Vorzeichen der beiden Erwartungswerte u;
und gy ab. Setzt man andererseits den Z#hlerausdruck von (7-19) gleich Null, so ergibt
sich daraus

corr[Yj", Y| =

0% pj

S A

d.h. die Orginalvariablen werden nur dann ebenfalls Null-Korrelation aufweisen, wenn
mindestens einer der Erwartungswerte identisch Null ist, was sicher ein singulédres Ereignis
ist.

Aus der Formel (7-19) sieht man auch, daf§ nur die Verédnderung des Verhiltnisses der
Erwartungswerte und Varianzen fiir die Korrelation der anonymisierten Variablen eine
Rolle spielt. Denn man kann dafiir auch schreiben:

p(l + (52)’}/3'”)% + 62

\/{(52 + 02) (ﬁ. + 1) + 7]?} {(52 +0)(E+ 1)+ ﬁ-}
(7-20)

corr[Yj", V'] =

mit
0j
M

Vo=
Falls p; > 0 gilt, bezeichnet man «y; als Variationskoeffizienten.

Da es fiir das Vorzeichen der Korrelation nur auf den Zahler ankommt, kénnen wir schrei-
ben:
% ik

—_— = ¢ >0,
(14 6%) oj ok P

p > -
d.h. es héngt von nur von ¢ sowie 7; und 7 ab, ob beide Korrelationskoeffizienten das
gleiche oder unterschiedliche Vorzeichen besitzen. Da ¢ in der Anonymisierungspraxis stets
kleiner als 1 und iiblicherweise einen Wert von etwa 0,10 aufweist (und damit §2 = 0,01
gilt), ist die Abweichung im Vorzeichen zwischen den beiden Korrelationskoeffizienten
allerdings in der Praxis nicht sehr hiufig!
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Ferner ergeben sich interessante Resultate fiir die Félle, da3 die Orginalvariablen exakt
positiv bzw. exakt negativ korreliert sind. Im Fall p = 1 erhalten wir aus (7-19)

(1 + 6% ojor + 62 pj g

\/{<62 +02) (o2 + u2) + o2} {0 + 02) (o} + 13) + oF}
(7-21)

corr [YJ“ ,YVillp=1 =

und im Fall p = —1
8% pj . — (1 + 6%) ajop

\/{(52 + o2) (032- + /13) + 032-} {(62 + 02) (02 + 12) + o2}

(7-22)
Vor allem die Formel (7-22) besagt, daf die Korrelation der iiberlagerten Variablen durch-
aus positiv sein kann, obwohl die Orginalvariablen eine exakte negative Korrelation auf-
weisen! Dies wird tendenziell dann der Fall sein, wenn die Erwartungswerte im Verhéltnis
zu den Standardabweichungen grof} sind.

corr[Yi', Yillp=—1 =

Ferner wird bei exakter positiver Korrelation der Orginalvariablen die Korrelation der
iiberlagerten Variablen stets kleiner als 1 sein. Dies sieht man deutlicher, wenn man

i = Q[ und o} = fBoj
setzt und dann die rechte Seite von (7-21) wie folgt schreibt:
(1+52)50]2- +52a,u?

\/{(1 + 0% + a2)o7 + (02 + ag);@} {(1 + 0% + 02) o7 + (6% + a§)a2u§}

Fiir a = 8 = 1 ist unmitelbar zu sehen, da8 fiir 02 > 0 der Ausdruck kleiner als 1 ist.?°

8 EinfluB der Uberlagerung auf Quotienten

8.1 Einleitende Bemerkungen

Das Verfahren, das Hohne vorschlug, soll die - sinnvolle - gemeinsame Anonymisierung
mehrerer Merkmale erméglichen. Das bedeutet insbesondere, dafl die (proportionale) Be-
ziehung zwischen verschiedenen Merkmalen nicht zu sehr veréndert wird. Statistisch gese-
hen bedeutet dies, dafl der Erwartungswert der Zufallsvariablen

Y]
Z = L mitW{¥;>0}=1
Y

nicht zu sehr vom Erwartungswert der Zufallsvariablen
Ve
ARNES vy mit W{Yy' >0} =1

abweicht.2!

20Beweis fiir den allgemeinen Fall steht noch aus!
2IMan kénnte auch die stirkere Forderung aufstellen, daf8 die Verteilung von Z nicht zu sehr von der
Verteilung von Z¢ abweichen soll.
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Dabei ist zu beachten, dafl ganz allgemein der Erwartungswert von Z nicht gleich dem
Verhéltnis der Erwartungswerte der beiden Zufallsvariablen ist, d.h. es gilt ganz allgemein
E[Y1]
E[Y1]

Blz] #

und nur im Fall der stochastischen Unabhéngigkeit von Y; und Y5 148t sich der Er-
wartungswert wie folgt schreiben:

Blz] - ENIE|y|

was allerdings meist auch nicht sehr gut analysierbar ist.??

Allerdings 18t sich - fiir den allgemeinen Fall - folgende Approximation angeben:?3

Y1
Yo

~ EMl ! cov
F Em T @y e

EY1]
(EY2])?

E[ V[Ys] (8-1)
Demnach ist der Erwartungswert von Z nur annéhernd gleich dem Verhéltnis der beiden
merkmals-spezifischen Erwartungswerte! Die Abweichung héingt einerseits davon ab, ob die
beiden Merkmale miteinander korreliert sind. Man beachte, daf3 dieser Term mit negativem
Vorzeichen eingeht. Das bedeutet, daf} eine positive Korrelation sich reduzierend auf den
Erwartungswert von Z auswirkt. Falls die Korrelation Null ist, fallt der zweite Term auf
der rechten Seite weg! Auflerdem sind Gréflenordnung von Erwartungswert und Varianz
der Nenner-Variablen Y3 fiir das Ausmafl der Abweichung verantwortlich!

Wir haben in Abschnitt 6 gezeigt, dal der Ansatz von Hohne mit der Verwendung der
Mischungsverteilung dquivalent ist. Deshalb werde ich im folgenden die Formulierung aus
dem genannten Abschnitt bei der Beantwortung der Frage verwenden, welche Beziehung
zwischen Z und Z° bei stochastischer Uberlagerung mit einer Mischungsverteilung besteht,
weil sie anschaulicher ist als die direkte Darstellung der Mischungsverteilung in den Ab-
schnitten 2 und 3. Dabei betrachten wir im folgenden nur den fiir unser Projekt relevanten
Fall der multiplikativen Uberlagerung.

8.2 Das Verhiltnis von Y; zu Y; bei multiplikativer Uberlagerung

Im Folgenden betrachten wir die beiden Zufallsvariablen bzw. Merkmale Y7 und Ys, die
jeweils multiplikativ mit den Faktoren

Uj = (1 + (5ij) +e , =12, (8—2)
iiberlagert werden, d.h. die anonymisierten Variablen sind durch

YO = YU = Y (14§D +e) . j=12 (8-3)

22Von Nutzen ist oft die Jensensche Ungleichung, nach der ganz allgemein fiir eine nichtnegative Zufalls-
variable W gilt:

Siehe z.B. Mood Graybill Boes 1974 S. 72.
23Mood Graybill Boes (1974 S. 181). Eine umfassende Analyse der Verteilung von Quotienten liefert das
Buch von Springer(1979). Diesen Hinweis verdanke ich Robert Jung.
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gegeben.

Der Vorschlag von Hohne, der bereits im ersten Anonymisierungsprojekt realisiert wurde?*,
lauft darauf hinaus, daf§ die folgenden Restriktionen eingefiihrt werden:

0p = d2 = 9 (8-4)
und
Dy = Dy mit Wahrscheinlichkeit 1 . (8-5)
Dann ergibt sich fiir das Verhéltnis der anonymisierten Variablen

Y- ((1 + (5D) -+ 61)

z Yo ((1 4+ 6D) + e2)

(8-6)

Fiir den Erwartungswert eines Verhéltnisses von Zufallsvariablen, in dem Fall von

Yi-((1 +6D) + &)

Pl (v oD) + e

ist, wie oben gezeigt, die Analyse komplex. Wir beschranken uns im folgenden auf den Fall,
dafl Y7 und Y5 stochastisch unabhéngig sind. Da jedoch die Zufallsvariable D im Zéahler und
Nenner von (8-6) steht, sind auch unter dieser Unabhéngigkeitsannahme die beiden Terme
nicht stochastisch unabhéngig. Jedoch kénnen wir den bedingten Erwartungswert fiir
gegebenes D wie folgt bestimmen:

ElzeD] =  E[Yi]-((1 + 6D))E [YQ‘(O _ ;D) - 52)}
— Ewm-( +5D))EEQ] .E[((l +55) K 52)] . (37)

Fiir den zweiten und dritten Erwartungswert auf der rechten Seite kann man folgende
Approximation angeben?:

1 1 1
E M ~ B T @

sowie

1 1 1
E [((1 + D) + 52)] ¥ 0+eD) T UtoDp o

Dabei héngt die Verzerrung vom Erwartungswert sowie von der Varianz der jeweiligen
Zufallsvariablen ab! Bei der Variablen Y3 ist dies eine empirische Frage; die Stérvariable e
wird im allgemeinen bei der Anonymisierung nur eine kleine Varianz aufweisen, was eine
nur unbedeutende Verzerrung impliziert.

Fiir den Erwartungswert in (8-7) ergibt sich damit

o 1 1 1 1
E[Z%|D] = (1 + éD)E[Y1] (E[Yg] + (E[Yﬂ)SV[YQD <(1 D) + 17 D) 0'3)
(8-8)

#4Siehe Ronning et al (2005).
25Siehe Mood Graybill Boes 1974 S. 181 sowie Formel (8-1) weiter oben. Man beachte, daf wir im Zghler
des Ausdrucks die Konstante 1 stehen haben. Somit ist die Kovarianz zwischen Y> und 1 gleich Null!
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Dafiir kénnen wir in grober Approximation auch schreiben:

E[Z°|D] ~ (1 + 6D)E[Y] (E[1Y2]> <(1 +16D)> + R

_ EM] )
-t TR (8-9)

wobei im allgemeinen fiir den Restterm

1 1 1 1 1
5y 0+ ooyt Emar M a ) T Emal

R = (1+50)Em] ( Vv

unabhéingig davon , ob D =1 oder D = —1 gilt, die Ungleichung
R >0

gelten wird, d.h. der berechnete bedingte Erwartungswert von Z¢ wird im allgemeinen das
Verhiltnis

Vi)

E[Ya)
iiberschiitzen. Andererseits kiirzt sich der Faktor (1 + 6D) umso exakter heraus (und

spielt in R keine Rolle), je kleiner die Uberlagerungs(rest)varianz o2 gewihlt wird. Siehe
(8-7).

Wenn sich der Faktor (1 + 0D) herauskiirzt, dann ist der bedingte Erwartungswert
E[Z% D] nicht mehr von D abhéngig, d.h. dann ist der bedingte Erwartungswert mit
dem unbedingten Erwartungswert E[Z?] identisch. Die hier prisentierten Uberlegungen
gelten jedoch nur fiir den Fall, dafl Y7 und Ys stochastisch unabhéngig sind. In der Simu-
lationsstudie, die im folgenden Unterabschnitt préasentiert wird, werden wir auch den Fall
betrachten, dafl die beiden Variablen korreliert sind.

8.3 Simulationsergebnisse

In diesem Abschnitt sollen die zuvor theoretisch analysierten Sachverhalte durch einige
numerische - simulierte - Beispiele illustriert werden. Dazu betrachte ich zwei Zufallsvaria-
ble X und Y sowie deren Verhéltnis Z. Ferner betrachte ich die multiplikativ iiberlagerten
Variablen X% und Y% sowie das daraus resultierende Verhiltnis Z. Siehe dazu die Aus-
fithrungen in Abschnitt 8.1.

Fiir die beiden Ausgangsvariablen nehme ich eine gemeinsame Normalverteilung wie folgt
(7)) = ) G 5]
~ N s )
Y fy POy Oy oy
Zwecks Anonymisierung werden diese beiden Variablen wie folgt iiberlagert:

X% = (146D+e,) X
Y = (1+dD+¢gy)Y

mit



Die beiden Annahmen der Normalverteilung sind insofern problematisch, als dadurch nicht
garantiert ist, daB (a) die Ausgangsvariablen stets nichtnegativ und (b) die Uberlagerungen
stets positiv sind. Ich habe dies dadurch vermieden, daf} ich die Erwartungswerte p, und
py relativ groB gewihlt habe.?8

In den folgenden Beispielen wurde stets
6=0.10 und o.=0.03

gewihlt. Dabei werden drei verschiedene Ausgangsszenarios zugrunde gelegt:

A g = py; o2 = af,, Variationskoeffizienten klein
B iz = py ; 02 = JZ, Variationskoeffizienten sehr klein
C e < py ; 05 <0y,

Fiir alle drei Szenarios wurde die Korrelation wie folgt variiert: p ¢ {—0.999, 0, +0.999}
AlleBeispiele wurden mit n = 100 Beobachtungen und 50 Wiederholungen simuliert. Die

Ergebnisse sind in der folgenden Tabelle zusammengefaft.2”
0 2 0 N N N 0 A N W N
Szenario A

10.00 | 10.00 | 2.00 | 2.00 | -0.999 | -0.5914 | -0.5836 | 1.0000 | 1.0961 | 0.0454 | 1.0959 | 0.0453 | 0.0780
10.00 | 10.00 | 2.00 | 2.00 | 0.000 | 0.1948 | 0.1933 | 1.0000 | 1.0385 | 0.0335 | 1.0391 | 0.0337 | 0.0400
10.00 | 10.00 | 2.00 | 2.00 | 0.999 | 0.9810 | 0.9806 | 1.0000 | 1.0001 | 0.0010 | 1.0010 | 0.0039 | 0.0000

Szenario B

25.00 | 25.00 | 2.00 | 2.00 | -0.999 | 0.2039 | 0.2212 | 1.0000 | 1.0152 | 0.0130 | 1.0177 | 0.0142 | 0.0128
25.00 | 25.00 | 2.00 | 2.00 | 0.000 | 0.5757 | 0.5732 | 1.0000 | 1.0071 | 0.0111 | 1.0074 | 0.0123 | 0.0064
25.00 | 25.00 | 2.00 | 2.00 | 0.999 | 0.9475 | 0.9464 | 1.0000 | 1.0000 | 0.0004 | 1.0021 | 0.0045 | 0.0000

Szenario C

10.00 | 20.00 | 2.00 | 4.00 | -0.999 | -0.5914 | -0.6022 | 0.5000 | 0.5461 | 0.0266 | 0.5461 | 0.0264 | 0.0340
10.00 | 20.00 | 2.00 | 4.00 | 0.000 | 0.1948 | 0.2072 | 0.5000 | 0.5257 | 0.0160 | 0.5268 | 0.0160 | 0.0200
10.00 | 20.00 | 2.00 | 4.00 | 0.999 | 0.9810 | 0.9804 | 0.5000 | 0.5001 | 0.0006 | 0.5011 | 0.0020 | 0.0000

Bemerkungen

p® gibt den theoretischen Korrelationskeoffizienten gemaf (7-19) an.

r% gibt den empirischen Korrelationskoeffizienten iiber alle Wiederholungen gemittelt an.

Z gibt den geschitzten Wert von Z iiber alle Wiederholungen gemittelt an.

oz gibt die entsprechende Standardabweichung an.

Z% gibt den geschéitzten Wert von Z¢ iiber alle Wiederholungen gemittelt an.

oza gibt die entsprechende Standardabweichung an.

"bias” gibt die Summe aus dem zweiten und dritten Summanden auf der rechten Seite von (8-1) an.

Als erstes fallt auf, dafl bei allen drei Szenarios die Korrelation p* der iiberlagerten Va-
riablen stark von derjenigen fiir die Originalvariablen abweicht. Dies ist in Szenario B
besonders deutlich; dort ergibt sich ein deutlich positiver Wert fiir p®, wahrend fiir die
Originalvariablen p = —0.999 gilt! Wenn p positiv ist, nimmt die Diskrepanz ab, ist aber
immer noch deutlich sichtbar. Im tibrigen werden die Ergebnisse fiir p® durch das empiri-
sche Maf} r¢ bestétigt. Bemerkenswert ist die Gleichheit von p® in den Szenarios A und C.

26Eine formal bessere Losung wire, sowohl fiir die Ausgangsvariablen als auch fiir die Uberlagerungs-
Reste Lognormalverteilungen zu verwenden. Dabei sollten die Ausgangsvariablen im Intervall [0, co) und
die Uberlagerungen im Intervall [(—(1 + D), co) variieren.

27 Alle Ergebnisse wurden mit den GAUSS-Programmen QUOTO1.prg, QUOT02.prg und QUOTO03.prg
(Laptop Ronning, Februar 2007) erzeugt.
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Hier wirkt sich aus, daf} die Variationskoeffizienten fiir X und Y in beiden Féllen identisch
sind. Aus (7-19) ergibt sich, dafi dann das Mafl p* konstant bleibt.

Wesentlich ist ferner die Beobachtung, dafl bereits der aus den Originalvariablen gebildete
Quotient Z eine Verzerrung aufweist, die dann stérker ist, wenn die Originalvariablen sehr
hohe negative Korrelation aufweisen. Diese Verzerrung wird durch die Bias-Formel (8-1)
sehr gut abgebildet. Beziiglich des aus den iiberlagerten Variablen erzeugten Quotienten
ergibt sich, dafl dieser kaum von dem Quotienten, der aus den Originalvariablen gebildet
wird, abweicht. Dies gilt praktisch unabhingig davon, wie grof§ die Diskrepanz zwischen
den Korrelationskoeffizienten p und p® ist. Die urspriingliche Motivation fiir die Verwen-
dung des "Hohne”-Verfahrens wird dadurch insoweit "legitimiert”, dafl der Quotienten-Bias
der anonymisierten Variablen mit dem der Originalvariablen harmoniert. Andere Aus-
wirkungen, vor allem die stark abweichende Korrelation sowie die Konsequenzen fiir die
Schitzung von linearen Modellen (siehe dazu den folgenden Abschnitt), sind allerdings
ebenfalls zu bewerten.

9 Lineare Modelle mit Fehler in den Variablen aus Mischungs-
verteilungen

9.1 Einleitung

Im Folgenden soll untersucht werden, wie sich fehlerbehaftete Variablen auf die Schiatzung
von linearen Modellen auswirken. Gegeniiber der bisherigen Literatur neu ist die Annahme
von kontemporér korrelierten Fehler- bzw. Uberlagerungsvariablen.

Wir betrachten das (klassische) multiple lineare Regressionsmodell, das wir wie folgt schrei-
ben:

y = fBov+XB8+n (9-1)

Dabei ist ¢ ein Einsvektor und X eine (n x K)-Matrix, d.h. wir haben n Beobachtungen
(im Querschnitt) und K (echte) Regressoren. Fiir die ersten und zweiten Momente von n
soll gelten:

Eln] = 0 und cov[n] = 0'% I (9-2)

Der OLS-Schitzer des Vektors 3 lautet
B = (XMX)'XMy =8+ (XMX) ' XM (9-3)

und seine Kovarianzmatrix ist durch

cov[B] = O'% (X’MLX)_1

(9-4)

gegeben. Dabei ist die idempotente Matrix M, durch

gegeben.
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Im folgenden sollen die Auswirkungen einer additiven bzw. multiplikativen Uberlagerung
der Regressormatrix X sowie des Vektors y auf die Schiatzung des Parametervektors 8 un-
tersucht werden. Dabei beschrinken wir uns auf die Auswirkungen auf den naiven Schéitzer

g = (X¥MX?) 7 X¥M,y? (9-5)
Fiir den Fall unkorrelierter Fehlervariablen kénnen wir auf Ergebnisse aus Rosemann
(2006) zuriickgreifen. Dies gilt vor allem fiir den bisher wenig behandelten multiplikati-
ven Fall. Fiir additive Uberlagerung sind die Ergebnisse ohnehin seit lingerem bekannt
und kénnen in jedem Okonometrie-Lehrbuch nachgelesen werden. Beim Fall der korre-
lierten Fehlervariablen interessiert vor allem die spezielle Uberlagerungsstruktur, die wir
im Hohne-Verfahren betrachtet haben (siehe Abschnitt 6.2) und die wir im folgenden mit
einer flexibleren Spezifikation vergleichen. Allerdings ist diese Spezifikation , die im einzel-
nen weiter unten dargestellt wird, nicht dquivalent zu einer Mischungsverteilung im Sinne
von Abschnitt 3.

Im Fall der additiven Uberlagerung gilt

y*=y+u und X* =X+ U (9-6)
im Fall der multiplikativen Uberlagerung gilt

y" =y©®u und X* =XoU (9-7)

Dabei ist u ein Zufallsvektor und U eine Zufallsmatrix. Man beachte, dafl im Gegensatz
zu den Abschnitten 1 bis 7 hier eine andere Symbolik verwendet wird.?® Fiir (9-7) kénnen
wir auch schreiben:

y' =y ©®Ou, und (x{,...,x%) = (x10 uy,...,xg O ug), (9-8)
womit die separate Uberlagerung jedes Regressor x; besonders gut analysiert werden
kann. Es wird sich allerdings herausstellen, dafl eine zeilenweise d.h. beobachtungspunkt-
spezifische Darstellung mehr weiterhilft, indem wir (9-6) wie folgt schreiben:

)" = (W) w(l),y2) w?@),...,y(n = 1) -uln - 1),y(n) - u(n))
und (9-9)
(X4 = (x™1), ..., x"K)) = (x(1) ® u(l), ... ,x(n) ® uln)),

Dabei bezeichnet der Index in eckigen Klammern einen bestimmten Beobachtungspunkt.
Der Vektor x(i) ist K-dimensional und steht - gestiirzt - fiir die i-te Zeile (!) der Matrix
X. Auch die Vektoren u(i) sind K-dimensional und stehen - gestiirzt - fiir die i-te Zeile
der Matrix U.

In bestimmten Fillen benttigen wir noch eine zuséitzliche Darstellung fiir die “gemein-
same” (multiplikative) Uberlagerung von Regressoren und Regressand: Dabei enthalten
die einzelnen Zufallsvektoren K Elemente, wenn nur die Regressoren iiberlagert werden
und K + 1 Elemente, wenn zusétzlich die abhéngige Variable iiberlagert wird. Dies soll
durch die Bezeichnungen u, und u, kenntlich machen, die im letzteren Fall gemeinsam
den (K + 1)—dimensionalen Vektor u bilden:

- ()

28In Abschnitt 3 haben wir U als Zufallsvektor eingefiihrt. Jetzt miissen wir die Uberlagerung fiir alle
n Beobachtungen modellieren, deshalb die gednderte Symbolik.

38



9.2 Spezielle und flexible Hohne-Spezifikation

Im folgenden werden wir die spezielle Hohne-Spezifikation (6-13) bzw. (6-14), die einen
identischen Zuschlag ¢ fiir alle 7 = K Merkmale (bei ausschlieBlicher Uberlagerung der
Regressoren bzw. r = K +1 bei zusitzlicher Uberlagerung auch der abhingigen Variablen)
fordert, betrachten, die wir hier fiir einen bestimmten Beobachtungspunkt i wie folgt
schreiben:

u(i) = (1+0D6)e + eli) , i=1,....,n. (9-10)

wobei die stochastischen Spezifikationen der Zufallsvariablen D und des Zufallsvektors €
fiir jedes ¢ durch (6-2) und (6-3) gegeben sind.

Im Gegensatz dazu geht die "flexiblere” Spezifikation davon aus, daB fiir jedes der r = K
(bzw. r = K+1) Merkmale das Vorzeichen des Zuschlags, nicht aber der Zuschlag selbst
iiber die Merkmale variiert wird. Dies schreiben wir als

u(iy = (+6D@E) +e@t) , i=1,...,n. (9-11)

wobei D jetzt ein r-dimensionaler Zufallsvektor ist, dessen Komponenten jeweils die Spe-
zifikation (6-2) erfiillen und die stochastisch voneinander unabhéngig sind. Man kann zei-
gen, dafl Erwartungswerte und Varianzen dieser Spezifikation denen von (9-10) bzw. (6-14)
entsprechen. Dagegen sind alle Kovarianzen gleich Null.?: Insbesondere gilt fiir den "sym-
metrischen” Fall

Eluj] = 1, Vuj] = 6* + o2, covluj,ug] = 0 fiir allej, k, j # k

9.3 Additive Uberlagerung im linearen Regressionsmodell
9.3.1 Allgemeine Bemerkungen

Obwohl die Ergebnisse fiir den Fall der additiven Uberlagerung seit langem bekannt sind,
sollen sie hier der Vollstéindigkeit und auch zum Vergleich mit den Ergebnissen fiir den
multiplikativen Fall kurz vorgestellt werden. Dabei nehme ich wiederholt Bezug auf Er-
gebnisse in Rosemann (2006), ohne dies an allen Stellen ausdriicklich kenntlich zu machen.
Auch iibergehe ich die einzelnen Annahmen, unter denen diese (asymptotischen) Ergeb-
nisse abgeleitet werden. Des tfteren wird von der Annahme Gebrauch gemacht, dafl

1
plim ~X'MX = Q (9-12)

eine feste und reguldre d.h. invertierbare Matrix ist. Damit weiche ich von der iiblichen An-
nahme ab, die die Momentenmatrix X'X betrachtet, wie dies auch Rosemann (2006) tut.
Der Unterschied besteht allerdings nur darin, dafl ich statt der Originalwerte die Abwei-
chungen vom Mittel betrachte, also zentrierte Momente statt der unzentrierten Momente.

2%Die stochastischen Eigenschaften dieser Spezifikation werden in Appendix B beschrieben! Insbesondeer
1488t sich zeigen, daBl in diesem Fall keine Aquivalenz zu einer Mischungsverteilung besteht.
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9.3.2 AusschlieBliche Uberlagerung der Regressoren

Im Fall der ausschlieBlichen (additiven) Uberlagerung der Regressoren (d.h.y® = y) erhal-
ten wir

plim3" = (covfu] + Q7' QB (9-13)

wobei covlu] durch (7-6) gegeben ist. Der "naive” Schiitzer "unter”schiitzt also in diesem
~a

all den wahren Wert derart, da8 die Norm von plim3 kleiner ist als die von 3.3 Dies

entspricht dem bekannten Ergebnis im Fall der Einfachregression.

Vorausgesetzt dal Q und cov[u] bekannt sind oder konsistent geschétzt werden koénnen,
168t sich aus diesem Ergebnis ein konsistenter "Korrektur-Schétzer” wie folgt definieren:

~a, korr

;] = Q! (covlu] + Q) B°

Dabei ist Ba durch (9-5) gegeben. Im Fall der Anonymisierung ist allerdings nur die Re-
gressormatrix X bekannt, die Matrix Q also unbekannt. Da jedoch

1
plim —X*M,X?* = covx] + covfu] = Q + cov[u]
n

gilt, kann man - fiir bekannte Kovarianzmatrix cov[u] - folgende operationale Form des
Korrekturschétzers verwenden:

~a,korr 1 -1 1 ~a
3 & = <X""MLXa — cov[u]> <Xa/MLXa> B . (9-14)
n n

was der Formel (16.77) bei Rosemann (2006) entspricht.

Es wird im Einzelnen noch zu untersuchen sein, wie sich die beiden unterschiedlichen
Kovarianzmatrizen, die aus der "speziellen” bzw. "flexiblen” Spezifikation folgen, auf die
Inkonsistenz des "naiven” Schétzers auswirken. Fiir den speziellen Fall erhalten wir aus
Appendix A

covfu] = o + pPu = @((l—p)l + pud)

wobei p durch

12

g w2+ o2

gegeben ist. Man beachte, dafl diese Korrelation stets positiv sein wird!
Dagegen gilt im Fall der "flexiblen” Spezifikation
cofu] = (i +02) 1

Siehe (B-2) fiir den ”symmetrischen’ Spezialfall (o« = 0,5). In diesem Fall besteht also
keine Korrelation zwischen den einzelnen Komponenten!

30Man kann zeigen, daf8 die Eigenwerte von (A+B) " 'A | A und B positiv definit, stets kleiner als 1 sind,
was zu einer "Schrumpfung” (englisch “shrinkage”) des Vektors x fithrt, d.h. |[(A + B) *Ax| < |x]
Siehe z.B. Ronning(1977). Fiir entsprechende Ergebnisse beziiglich der Matrix (A+B) ™' ® A siche Marshall
und Olkin (1979 S. ).
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9.3.3 Gemeinsame Uberlagerung aller Variablen

Derselbe Wahrscheinlichkeitsgrenzwert ergibt sich, wenn auch die abhéingige Variable (ad-
ditiv) iiberlagert wird und zwischen den Uberlagerungsvariablen keine Korrelation be-
steht.3! Rosemann (2006) betrachtet jedoch auch den Fall, in dem Korrelation zwischen
dem Vektor u, und der Uberlagerung u, fiir die abhéngige Variable besteht. Dieser Fall
wird in der Lehrbuchliteratur als nicht sehr bedeutsam angesehen. Im Fall der Uberla-
gerung durch multivariate Mischungsverteilungen ist er allerdings wichtig, weil gerade im
‘speziellen” Hohneverfahren diese Korrelation besteht, wie bereits oben demonstriert. In
diesem Fall ergibt sich folgender Wahrscheinlichkeitsgrenzwert:

plim3" = (cov[u] + Q)71 (QB + cov[ug,uy)) (9-15)

Dabei ist cov[ug, uy| ein Vektor, der die Kovarianzen von u, mit u, enthélt. Im "speziellen”
Fall hat dieser Vektor folgende Struktur:

covfug,u,] = p’te . (9-16)

Siehe Appendix A. Dagegen ist im Fall der "Flexiblen” Spezifikation dieser Vektor gleich
dem Nullvektor. Konsequenz dieses Ergebnisses ist, dafi sich unterschiedliche Verzerrungen
fiir beide Spezifikationen ergeben.

Fiir den Fall, da3 Korrelation zwischen den Meffehlern der Regressoren und des Regres-
sanden bestehen, ergibt sich aus (9-15) folgender Korrekturschitzer:
~a, korr

3 Q" {(covlu] + Q) B" — covluu,] |

Dabei ist 3" durch (9-5) gegeben. Entsprechend (9-14) erhalten wir in diesem Fall als
operationalen Korrekturschéitzer

~a,korr 1 -1 1 ~a
I¢] K = (Xa’MLXa — cov[u]) <Xa’MLXaﬁ + cov[um,uy]> , (9-17)

n n

was Formel (16.81) bei Rosemann (2006) entspricht, wobei dieser noch ausnutzt, daf3
1 - 1
7xa/Man ,6(1 — *Xa,MLya
n n

gilt.

Abschlielend sei zur Vollstandigkeit vermerkt, dafl sich nur im Fall, dal ausschlief3lich
die abhingige Variable (additiv) iiberlagert wird, eine konsistente Schétzung ergibt!
Siehe z.B. Rosemann (2007 Seite 158-163). Auf Spezialfiille, in denen einzelne Regresso-
ren iiberlagert werden, gehe ich nicht ein. Auch wird die nicht unwichtige Schitzung der
Restvarianz bzw. der Kovarianzmatrix des naiven Schétzers nicht behandelt.

9.4 Multiplikative Uberlagerung im linearen Regressionsmodell
9.4.1 Allgemeine Bemerkungen

Wir unterstellen, dafl die einzelnen n Beobachtungspunkte stochastisch unabhéngig von-
einander iiberlagert werden, bzw. dafy die MeBfehler zwar "kontemporir” (= beobachtungs-
punktspezifisch) korreliert sein kénnen, nicht aber iiber verschiedene Beobachtungspunkte

3! Allerdings steigt die Varianz des Schétzers.
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hinweg.3? In diesem Fall ist die spezielle Formulierung der multiplikativen Uberlagerung
der Regressormatrix aus (9-8) besonders geeignet:

(X9 = (x™(1), ... ,x¥K)) = (x(1) ® u(l), ... ,x(n) ® u(n)),

Die obige Annahme kann dann wie folgt prézisiert werden: Die n Zufallsvektoren

sind stochastisch voneinander unabhéngig. Dabei enthalten die einzelnen Zufallsvektoren
K Elemente, wenn nur die Regressoren iiberlagert werden und K + 1 Elemente, wenn
zusétzlich die abhéngige Variable iiberlagert wird. Dies werden wir durch die Symbolik
u, und u, kenntlich machen, die im letzteren Fall gemeinsam den (K + 1)—dimensionalen

Vv (3kt or u blld(fn.
( )
u —
Y

Bei Rosemann (2006) wird im Einzelnen ausgefiihrt, wie die Wahrscheinlichkeitsgrenzwerte
im Fall der multiplikativen Uberlagerung abgeleitet werden. Allerdings ist zu beachten, dafl
im Gegensatz zu Rosemann (2006) in dieser Arbeit ein Absolutglied (siehe (9-1))
explizit beriicksichtigt wird, wodurch sich die Ergebnisse deutlich veréindern. Deshalb
sollen die - modifizierten - Beweise im Folgende ebenfalls geliefert werden.3?

9.4.2 AusschlieBliche Uberlagerung der Regressoren

Im Fall der ausschlieBlichen Uberlagerung der Regressoren betrachten wir
a

g = (XYMXY) ' XYM,y .

Die Matrix X¢M,X® / n enthélt die die empirischen zentrierten zweiten Momente der
multiplikativ {iberlagerten Regressoren und tendiert deshalb gegen die Kovarianzmatrix
einer bestimmten Zeile von X% tendiert, die wir oben mit

x¥ (i) = x(i) © ui) ,i=1,...,n,
bezeichnet haben.

Wir verwenden nun die Formel (7-15), die in der hier verwendeten Symbolik (mit x(i)® u(s)
statt Y* =Y © U) zu folgendem Ergebnis fiihrt:

cov[x*(i)] = cov[u(i)] ® (cov[x(i)] + E[x(i)] E[x(i)]) + cov[x(i)

Wegen der identischen Verteilung iiber alle n Stichprobenpunkte kann man dann auch
schreiben:

cov[x?] = cov[u] ® (cov[x] + p,ul) + cov[x] . (9-18)

32Diese Annahme wird natiirlich auch bei der additiven Uberlagerung gemacht, wurde dort aber nicht
speziell problematisiwert.

33Giehe Lin (1986) und Hwang(1989) fiir den Beweis im Fall nicht zentrierter Momente. Die vor allem bei
Hwang (1989) verwendete Beweistechnik ist hier nicht anwendbar, weil der Operator M, das arithmtische
Mittel iiber alle n Stichprobenpunkte fordert. Siehe jedoch Appendix C, der unter expliziter Beachtung
des Absolutglieds den Wahrscheinlichkeitsgrenzwert fiir den Gesamtvektor (o, 3")" bestimmt.
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Unter Beachtung von (9-12) ergibt sich daraus

1
plim EXEJ"MLXa = covfu] ® (Q+ pyu,) + Q

Wir benétigen ferner die Matrix

!/

1 1 1
—X2Myy = -X¥M, (at + X8 +¢e) = —X¥M, (X8 + ¢)
n n n

Wegen
1 1
plim —=X*M,X = Q und plim—-X*M,e = 0
n n

erhalten wir
1 1
plim gXa’MLy = plim Exa’ML (ae + XB +e) = Qp

und damit R .
pimB = (covfu] © (Q + p,pz) + Q) QB, (9-19)
wobei Q durch (9-12) gegeben ist.

9.4.3 Gemeinsame Uberlagerung aller Variablen

Im Fall der zusitzlichen Uberlagerung auch der abhingigen Variablen lautet der Schiitzer

g = (XYMXY) N XYM,y°.
Somit ist der Wahrscheinlichkeits-Grenzwert des Vektors
1 a/ a
—X*M,y
n
zu bestimmen. Da dieser Vektor die empirischen Kovarianzen zwischen ¥}, = @i - w
und y¢ = y; - u;y enthilt, tendieren die einzelnen Elemente dieses Vektors gegen die

entsprechenden theoretischen Kovarianzen, die im folgenden zu bestimmen sind. Dabei
verwenden wir die Modellannahme

K
Yi = a + Zﬁf$if+8i a/i:]-a'”vna
/=1

die #quivalent zu (9-1) ist.

Wir verwenden wieder die Formel (7-15) fiir die Kovarianz, die wir hier - unter Vernach-
lassigung des Beobachtungsindex ¢ - wie folgt schreiben:

wl(B) = m[ (3) | (5)]eomm[ (5) ] (3)]1

Fiir die bedingte Kovarianz ergibt sich

% K
cov [ < w’; > I < T ) ] = xpycovlug,uy = o} (Oz—f—z Bexp +€) covlug, uy)

Y ) —
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und fiir den Vektor der bedingten Erwartungswerte erhalten wir
AGH G- ()
y | y y

Der Erwartungswert der bedingten Kovarianzmatrix ergibt

K K
Elag (o + Y Brag + &) covfup,uy]] = (apr + > Be(owe + pr pe)) covup, uy]
(=1 =1
und fiir die Kovarianz des Vektors der bedingten Erwartungswerte erhalten wir

K

cov[zg, y] = covlzy,a] + covlwy, Y Brai + covluy,e Z Beowe
=1

Wenn wir die ergebnisse fiir alle K Elemente gemeinsam schreiben, so erhalten wir fiir den
Vektor der Ergebnisse aus dem ersten Ausdruck

{op, + (Q+ p.p,)B} © covlug, u,]

und der Vektor, der aus dem zweiten Ergebnis folgt, lautet

QB

Damit erhalten wir folgenden Wahrscheinlichkeitsgrenzwert fiir den "naiven” Schétzer im
Fall der gemeinsamen Uberlagerung aller Variablen:3*

plim 3" = (covfux] © {Q + pp pz} + Q) (QB + {ap, + (Q+ ppy)B} © covlug, uy])

(9-20)
wobei cov[uy] die (nxn)-Kovarianzmatrix der Uberlagerungsvariablen aus uy und cov[uy, u,]
den n-dimensionalen Vektor der Kovarianzen zwischen den Elementen aus ux und u, be-
zeichnet. Konsistenz ist demnach nur dann gegeben, wenn beide gerade erwahnten Aus-
driicke gleich der Nullmatrix bzw. gleich dem Nullvektor sind. Insbesondere mufl die Ko-
varianzmatrix cov[ux| eine Nullmatrix sein, d.h. auch die Diagonalelemente (= Varianzen)
miissen gleich Null sein!

Im Fall der Hohneiiberlagerung gilt

covlug] = o1 + 6*u/ (9-21)
und
021 fiir die spezielle Spezifikation
covfug, uy] = { 0 fiir die flexible Spezifikation (9-22)

9.4.4 Korrekturschitzer

Vorausgesetzt dal Q und cov[u] bekannt sind oder konsistent geschétzt werden kénnen,
1483t sich aus dem Ergebnis (9-19) fiir den Fall der ausschlieBlichen (multiplikativer) Uber-
lagerung der Regressoren ein konsistenter "Korrektur-Schéitzer” wie folgt definieren:

~a, korr

B = Q7! (covlu] ® (Q + pyul) + Q) B°

34Giehe auch den alternativen Beweis in Appendix C.
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Im Fall der Anonymisierung ist allerdings nur die Regressormatrix X¢ bekannt, die Matrix
Q also unbekannt. Da jedoch im multiplikativen Fall

plim %X&’/MLXa = covju] ® Q
(siehe Hwang 1986) und somit3®
plim <'r1LX3/Man + cov[u]) = Q
und auflerdem

1
plim —X*My = Qp

(siehe oben bzw. bei Hwang 1986) gilt, erhalten wir fiir den Fall, dafl nur die Regressoren
(multiplikativ) iiberlagert sind, einen konsistenten Korrektur-Schitzer als

~a , korr

3 = (X*M,X? + covu]) ! X¥'M,y (9-23)
was der Formel (16.105) bei Rosemann (2006) entspricht.

Dagegen ist die Ableitung eines Korrekturschiitzers im Fall der gemeinsamen (mul-
tiplikativen) Uberlagerung komplizierter, weil eine direkte Auflosung nach B nicht
moglich ist.

10 Erginzende Uberlegungen fiir Paneldaten

10.1 Allgemeines
10.1.1 ﬁberlagerungsstrategien

Im Fall von Paneldaten treten an die Stelle von r verschiedenen Merkmalen bzw. Zufalls-
variablen
}/I;YZw "7}/7"—17}/;‘

im Querschnitt die T"- 7 Variablen Yj; bzw. ausfiihrlich

Yiu Yo ... Y, Y,
Yor Yoo ... Yo, Yo
Yri Yo ... Yr,o1 Yo

fiir r Merkmale in T' Zeitpunkten. Diese Zufallsvariablen lassen sich auch als T" verschiedene
r-dimensionale Zufallsvektoren

YiYy...,. Y7 1, Yy

interpretieren.

35Das Symbol + bezeichnet die "Hadamard-Division”.
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Es stellt sich die Frage, in welcher Weise die Uberlagerung nun vorgenommen werden soll.
Wir beschrinken uns hier auf die Spezifikation3®

Ui = 1+ 6D + e ("alle Merkmale und Zeitpunkte gemeinsam”) ,  (10-1)

die den multiplikativen Fall betrifft. Wir werden jedoch auch kurz auf den entsprechenden
additiven Fall eingehen.

10.1.2 Das einfache lineare Panelmodell

Entsprechend dem Vorgehen von Bigrn (1996) (und abweichend von der Darstellung im
Abschnitt 9.4 fiir Querschnittsdaten betrachten wir hier das einfache Regressionsmodell

Yyt = o+ Bryg +me t=1,...,nt=1,...T (10-2)
mit einem einzigen Regressor.

Wir werden zunichst wieder die ausschliefliche Uberlagerung der Regressoren (in diesem
Fall des einen Regressors) betrachten und spéter dann untersuchen, was sich dndert, wenn
x und y gemeinsam iiberlagert werden oder nur y iiberlagert wird. Siehe dazu die Ab-
schnitte 10.4.5, 10.4.6, 10.4.7 und 10.4.8. Wie wir gesehen haben, hat der zweite Fall im
Querschnitt sowohl im additiven als auch im multiplikativen Uberlagerung Auswirkung
auf die Verzerrung. Allerdings miissen wir dafiir zu allererst die Uberlagerung von Pa-
neldaten (Abschnitt 10.2) darstellen. Dabei werden wir uns wieder auf die multiplikative
Uberlagerung und dort auf die "spezielle” Hohne-Variante konzentrieren. Ferner werden
wir in Abschnitt 10.3 das einfache lineare Panelmodell mit Individualeffekten einfiihren.

10.2 Uberlagerung von Paneldaten
10.2.1 Symbolik

Bei gemeinsamer Betrachtung von r Merkmalen im Fall von Paneldaten bendtigen wir
folgende Symbolik:

viey t=1,...,n, t=1,....T, j=1,...,r (10-3)

bezeichnet das Merkmal®” y; fir Beobachtungseinheit ¢ im Zeitpunkt ¢, wobei insgesamt
r Merkmale betrachtet werden.

36Denkbar sind folgende Varianten:

Ujt = 1406;:Djt + €jt alle Merkmale und Zeitpunkte getrennt
Uy = 146;D; + €51 alle Merkmale getrennt

Uy = 146D + €j¢ alle Zeitpunkte getrennt

Uit = 140D + €j¢ alle Merkmale und Zeitpunkte gemeinsam

Weitere Varianten, in denen § und D nicht identisch behandelt werden, sind denkbar. Die Effekte der
einzelnen Uberlagerungsvarianten hingen auch davon ab, ob man eine Zeitreihenstruktur unterlegt, bei-
spielsweise einen r-dimensionalen autoregressiven Prozef.

3"Das Symbol y steht hier fiir jedes beliebige Merkmal und nicht fiir die abhéingige Variable. Dies ent-
spricht dem Vorgehen im Abschnitt 7.
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10.2.2 Additive Uberlagerung

Wenn wir die additive Entsprechung zu (10-1) fiir die Uberlagerung verwenden, d.h.
Wity = Yij + pDi + iy (10-4)
so ergibt sich fiir die anonymisierten Merkmale
Y, = ity t+ Uiy = Yty T pDi + it (10-5)

Dabei soll €5 konstante Varianz besitzten, ferner sollen alle (itj)—Kombinationen unkor-
reliert sein:

E[Sitj] = 0 izl,...,n,
var(e;;] = o? t=1,...,T, (10-6)
Cov[gitjyghsk] = O,Z#h,t#s,]#k’ J=1...r

Gleichwohl wird iiber die Zufallsvariable D; Korrelation sowohl iiber die Merkmale als
auch iiber die Zeitpunkte erzeugt bzw. diese Korrelation wird verstidrkt, soweit die Ori-
ginalvariablen zeitliche Korrelation aufweisen. Entsprechend dem Vorgehen in Abschnitt
7 (Anonymisierung mittels stochastischer Uberlagerung) fiir Querschnittsdaten 1i8t sich
zeigen, dafl

var[yftj] = Ufj + 1?2 + US (10-7)
und
ajk—l—;ﬂ falls i=h,t=s,j#k
covlyi, Ynsk) = o +p? falls i=h,t#s j=k (10-8)
0 falls i1#h

fiir alle (g, k,t, s)—Kombinationen gilt. Dies entspricht (7-6) im Abschnitt 7 (Anonymi-
sierung mittels stochastischer Uberlagerung) fiir Querschnittsdaten. In (10-7) wird jetzt
zugelassen, dafl die Varianz fiir Merkmal j iiber die Zeit hin variiert und in (10-8) bezeich-
net o, die (kontemporére) Kovarianz zwischen den Merkmalen j und k, wihrend oy die
Kovarianz zwischen den Zeitpunkten ¢ und s fiir das j-te Merkmal bezeichnet.

Durch die Art der Uberlagerung ist jetzt zugelassen, daf — fiir eine bestimmte Beobach-
tungseinheit i — Korrelation auch iiber verschiedene Zeitpunkte ("Wellen”) hinweg besteht,
selbst wenn die zeitliche Korrelation der Originalvariablen gleich Null ist, d.h. falls o4 = 0.
Formal gilt

X 2
ikt 1 falls i=h,t=s,j#+k
V(@3 + 12 +02) (0, + 42 +02)

corr[yfi, Yhar] = Ies + 12 falls i=h,t#s, j=4k (10-9)
V(@3 + 12 +02)(0% 4+ 42 +02)

0 falls 1#£h
Man beachte, dal dabei unterstellt wird, dafl zwischen den einzelnen Beobachtungsein-

heiten keine Korrelation, beispielsweise in Form von Cluster-Effekten, besteht. Das wurde
aber beim Querschnittsfall auch so unterstellt.

47



10.2.3 Multiplikative Uberlagerung

Im multiplikativen Fall verwenden wir statt (10-5) die Spezifikation
Yi; = Vit (1 + dD; + eirj) (10-10)
Dabei soll ;;; wieder (10-6) erfiillen.

Wegen der Symmetrie beziiglich der Merkmalskomponente j einerseits und der Zeitkompo-
nente t andererseits kann man auch hier die Ergebnisse der Auswirkung der stochastischen
Uberlagerung in Anlehnung an Abschnitt 7 (Anonymisierung mittels stochastischer Uber-
lagerung) fiir Querschnittsdaten ableiten. Dabei beschriinken wir uns auf die Uberlagerung
mithilfe der Mischungsverteilung, wie sie Abschnitt 7.3.4 (spezielle Hohne-Spezifikation)
betrachtet wurde.

Es 148t sich zeigen, dafl

var[yftj] = O't] (52 + 0 )(U?j + u?j) (10-11)
und
ok + 0% (o + puejue) falls i=h,t=sj#k
covlYiyis Yhsk] = Ots + 0% (015 + pajpsy) falls i=h,t#£s j=k (10-12)

0 falls 1#h

gilt. Dabei bezeichnet ji;; den Erwartungswert fiir Merkmal j im Zeitpunkt ¢. Varianzen
und Kovarianzen entsprechen exakt der Struktur, wie sie in (7-17) fiir Querschnittsdaten
angegeben wurde. Neben die Merkmalskomponenten tritt allerdings nun die Zeitkompo-
nente.

Fiir die Korrelation zwischen den Variablen als auch zwischen den einzelnen Zeitpunkten
erhalten wir jetzt folgende Formel:

Ok + 0 (o Fiiespan) falls i=h,t=s,j#k
\/{Uty +(82+02)( otj +“t1)}{otj +(6%2 +02) (Utj +“tj)}

corrYiiis Ynhsk) = Tta + 8% (Ttatitejpts;) falls i=h,t#s,j=k
\/{Uty 52 +02 UtJ +“tj)}{atj + (62 +02) (Utj +“tj)}

0 falls i#£h
(10-13)
Ebenso wie beim additiven Fall wird auch hier unterstellt, dafl zwischen den einzelnen
Beobachtungseinheiten keine Korrelation, beispielsweise in Form von Cluster-Effekten, be-
steht. Das wurde aber auch so beim Querschnittsfall unterstellt. Es geht ja darum heraus-
zuarbeiten, welche zusitzliche Wirkung beziiglich Korrelation die Uberlagerung hat.

10.3 Das einfache lineare Panelmodell mit Individualeffekten
10.3.1 Feste Individualeffekten

Das einfache lineare Panelmodell mit festen Individualeffekten schreiben wir wie folgt:

n
Yit = a—l—ﬁxit—f—ZThWht—l—mt ,i=1,...,n,t=1,...T (10-14)
h=1
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wobel

1 fallsi=nh
Whe = { 0 sonst

die individuenspezifische Dummyvariable im Zeitpunkt ¢ ist und 75, den entsprechenden
Effekt bezeichnet. Aus Griinden der Identifikation setzen wir

a = 0
In Matrixschreibweise erhalten wir dann
y = x84+ W7t + 19 (10-15)

wobei x ein Vektor und [ ein Skalar ist. Die Matrix W enthélt die individuenspezifischen
Dummyvariablen.® Als sogenannter "Within-Schiitzer” (oder auch “fixed effects estima-
tor”) ergibt sich die Teilschétzung nach der Kleinstquadrate-Methode:

X (I-WWW)'W)y S S (@i — Tie) (Yit — Tia)
x' (I - W(WW)~1W) x Zthl D1 (Tit — Tie)?

Bw (10-16)
mit

1 <& 1 <&
xi.ZT;ZL‘it ) yio:T;yit

Dieser Schiitzer hat die iiblichen “guten” Eigenschaften des klassischen Regressionsmodells!

10.3.2 Stochastische Individualeffekte

Wenn wir statt der festen Effekte zufillige Effekte annehmen, dann erhalten wir
yie = o+ PBxyg+ 71+ ,i=1,...,n,t=1,...T (10-17)
wobei die 7; nun Zufallsvariable sind. Weil daraus
Yie = O + Tie B+ Ti + Tje
und
Yit — Yie = (Tit — Tie) B +Mit — Tia

folgt, spielt der individuenspezifische (zufillige) Effekt bei der Schétzung mittels By keine
Rolle:

ZtT:1 Do (Tit — Tia)?
d.h. BW ist ein konsistenter Schitzer.3”
Im Appendix Dwird gezeigt, dafl die Varianz dieses Schétzers durch
. o2 o2
var[By] = —=2— = U . (10-19)
v (x" My x) S i (@i — Tie)?

gegeben ist. Man beachte, dafl die Varianz der Individualeffekte in dieser Formel nicht
auftaucht.

38Fiir eine exakte Beschreibung siehe die Ergebnisse fiir das multiple Regressionsmodell in Appendix D.

39Giehe beispielsweise Wooldridge (2002, Kap. 10.5.5), wo der allgemeinere Fall einer verallgemeinerten
Schitzung behandelt wird. Wooldridge (2002 Kap. 10.7.2) geht auch darauf ein, da8 die "Robustheit ge-
geniiber der Korrelation von 7; und dem Regressor” dann problematisch ist, wenn man den Effekt von
zeitlich nur wenig variierenden Regressoren schitzen will.

49



10.4 Schitzung des linearen Panelmodells aus anonymisierten Daten

10.4.1 Der naive Panelschitzer

Im Fall von anonymisierten Daten verwenden wir statt (10-16) den folgenden "naiven”
Schétzer (Within-Schétzer, FE-Schétzer):

B“ — x® (I B W<WIW)71W) y? _ Zf:l Z?:l(l“?t - fai-)(y;'lt — Wi.)
w - a — a - n a —=a
x? (I - W(W'W)~IW) x 23:1 Yy (zh — = ie)?
(10-20)
mit
T
—a 1 a - 1 a
e — T Z Tit ya" = T Z Yit
t=1 t=1

10.4.2 Additive Mef3fehler allgemein

Bigrn (1996 Kapitel 10.2.2) betrachtet ein lineares Panelmodel, in dem die Regressorvaria-
ble z latent ist und nur die meBfehlerbehaftete Variable 2% betrachtet werden kann*?, und
leitet den Wahrscheinlichkeitsgrenzwert des naiven Panelschitzers (10-20) bei additiver
Uberlagerung ab. Das Fehlermodell lautet!

Tig = Tit T Ut
Dann ergibt sich fiir den Wahrscheinlichkeitsgrenzwert??

. T _ _
plim Ba _ plim % Dot 2ie1 (%5 — T%) (Yit — Tse)
e plim % Zthl Do (2 — T%)?

plim -2 S0 S (i — Tie + it — Tie) (Tt — Tie) B+ 0it — Tija)

plim % Zthl Yo (@it — Tie + wit — Uie))?

10 Aus Griinden der Einheitlichkeit bleibe ich auch hier bei der Symbolik des Anonymisierungsfalls,
verwende also x statt z* und z® statt z, also ein "Fehler-in-den-Variablen-Modell” vorliegt.
41 Aus Griinden der Einheitlichkeit bleibe ich auch hier bei der Symbolik des Anonymisierungsfalls,

verwende also x statt ™ und z% statt x.
42Jch betrachte ausschlieBlich den Grenzwert fiir n — oco. Deshalb schreibe ich im folgenden oftmals nur

plim statt plim,, .
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Da x,u und 7 gemi Annahme miteinander unkorreliert sind, ergibt sich®3

. T _
plim == >, D (wi — Tie)? 3
plim ,%T ZtT:1 Z?:l(imt — Tie)? + plim T%T Zthl Z?:l(uit — TUje)2
2

L 10-21
AT 0-Ha -2

plim, . 3 =

g

Der Faktor 1 — 1/T wird dann besonders bedeutsam sein, wenn 7" sehr grof} ist, was bei
Panel-Mikrodaten eher selten der Fall sein wird. Da dann der Nenner grofler wird, wird
die Verzerrung gegen Null verstarkt!

10.4.3 Einschub: Korrekter Wahrscheinlichkeitsgrenzwert im Panelfall ?

Das Ergebnis (10-21) bedarf allerdings eines Kommentars: Bei Bigrn (1996 Formel (10-
59), Symbolik leicht veréndert) wird der Wahrscheinlichkeitsgrenzwert von 5 wie folgt
geschrieben:

. ; (1-7)oa
1 @ = —
mit
1 T n
Q: = phmﬁ ;;(xn Tie)

d.h. dieser Wahrscheinlichkeitsgrenzwert wird nicht explizit angegeben. In meinem obigen
Ergebnis habe ich Q, = o2 gesetzt.

Entsprechend dem Vorgehen in Fufinote 43 wiirde sich aber

Qz = (1 - 11-,) 0'3%

ergeben, so daf sich der Faktor 1 — 1/T insgesamt herauskiirzen wiirde. Entsprechende
Bemerkungen gelten fiir die im folgenden verwendeten Wahrscheinlichkeitsgrenzwerte!!
Auch die abgeleiteten Korrekturformeln sind unter diesem Vorbehalt zu sehen.

10.4.4 Mef3fehler mit Faktorstruktur

Bigrn (1996 Kapitel 10.3) betrachtet auflerdem ein lineares Panelmodel, in dem er fiir das
Fehler-Modell eine Varianz-Komponenten-Struktur (error components structure) wie folgt

43 Dabei wird ausgenutzt, dafl

n

ZZ(uit —T)? = ZZ(Uit —w)?® - T Z(E‘. —7)®

t=1 i=1 t=1 i=1

und

gilt. Damit erhalten wir

n

T n T n 2
. 1 — N2 . 1 —\2 . 1 — N2 2 Oy,
plim s E E (uit — Uie)” = plim s E E (uit —uw)” — plim T T Zéﬂ(ui. —u) = o, — T

t=1 i=1 t=1 i=1
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unterstellt:
T = my + T+ b+ e (10-22)

Fiir den naiven Panelschétzer ergibt sich bei dieser Fehler-Struktur der folgende Wahr-
scheinlichkeitsgrenzwert:

0.2

lim, . (3* = z 10-23

Siehe Bigrn (1996), Formel (10-115), der allerdings auch hier wieder keinen expliziten
Grenzwert beziiglich « angibt. Siehe meine Bemerkungen in Unterabschnitt 10.4.3.

Bemerkenswert ist, dafl durch die Bildung von Abweichungen vom individuenspezifischen
Mittelwert der Effekt 7; bei der Schéitzung keine Rolle spielt, im Gegensatz zum zeit-
spezifischen Effekt ¢,. Man beachte auch den engen Zusammenhang mit der additiven
Uberlagerung a la Hohne in (10-5), wo der zeitspezifische Effekt entfillt. Wir werden spé-
ter sehen, daf deshalb bei der additiven Uberlagerung der Bias des naiven Panelschitzers
nur von o2, nicht aber vom Parameter ;1 abhingt. Siehe dazu Abschnitt 10.4.5. Entspre-
chende Ergebnisse fiir den multiplikativen Fall werden in den Abschnitten 10.4.6 sowie
10.4.7 besprochen. Dort beeinflufit allerdings auch der Zuschlagsparameter (0) den Bias
der Schitzung.

10.4.5 Additive Uberlagerung a la Héhne

Bei der additiven Uberlagerung der Regressoren a la Hohne verwenden wir im Panelfall
die Spezifikation (10-5), d.h.

a
Ty = Ty + pD; + &g
und erhalten wegen
E?. == Tio + MDz -+ g@'.
und
a —a _ = =
Tit — Tie = Tit — Tije T Eit — Eje

als Wahrscheinlichkeitsgrenzwert des "naiven” Panelschétzers

0.2

lim, . (3% = z , 10-24

d.h. der Bias héngt nur von der Varianz des Restterms ¢, nicht aber von der Gréenordnung
des Zuschlag-Parameters p ab! Da der (quadrierte) Zuschlagsparameter deutlich groer ist
als die Varianz o2, verringert sich der Bias gegeniiber der Schiitzung im Querschnittsfall
(siehe Abschnitt 9.3) betréchtlich. Auch absolut gesehen wird der Bias duflerst gering sein,

weil das Verhéltnis o, /0. meist sehr grof} sein wird.

Ein Korrekturschiitzer 148t sich wie folgt konstruieren: Wegen (7-5) gilt
var[z’] = o + p* + o2

Weil auler 02 alle Grofen bekannt sind bzw. geschiitzt werden kénnen, erhalten wir den
Korrekturschétzer

. var(zd] — p2 — Lo? .
poorr — YU T W 7 70 g (10-25)
var[z?®] — p? — o2
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wobei var[z?] eine (konsistente) Schitzung von wvar[z?] ist. In der Korrekturschitzung
taucht also auch der Parameter p auf !

Falls auch die abhéngige Variable iiberlagert wird, erhalten wir entsprechend der obigen
Analyse

x?t — Tije = Tit — Tie + Eitz — Eiex
und

Yit — Y% = Yit — Yie T Eity — Eiey
wobei die beiden Uberlagerungsvariablen nun angeben, ob sie zu z oder y gehéren. Wie in
Abschnitt 9.3 ausfiihrlich dargestellt, gilt gemi8 Annahme (!!)

covleg,ey) = 0
Demnach erhalten wir fiir den naiven Panelschiitzer®

. 028 + (1—2) covleg, e 2
phmn—»oo ﬂa = $ﬁ 2 ( T)l [2z y] = 2 O-xﬁl 2 ) (10_26)
U$+(177)U€ Uer(l—T)UE

Dies entspricht der Formel (10-24) fiir den Fall, daf nur der Regressor (additiv) iiberlagert
wird. Demnach ist derselbe Korrekturschéitzer auch hier verwendbar. Man beachte, dafl
dieses Ergebnis deutlich von dem im Fall von Querschnittsdaten abweicht. Dort ergab sich
eine zusitzliche Verzerrung bei Uberlagerung beider Variablen, sofern die beiden Fehler -
infolge Verwendung der Mischungsverteilung - miteinander korreliert sind! Siehe Abschnitt
9.3.

10.4.6 Multiplikative Uberlagerung des Regressors

Im Fall der multiplikativen Uberlagerung des Regressors im Fall von Paneldaten verwenden
wir statt (10-5) die Spezifikation (10-10), d.h.

zfy, = x4 (1 + 0D; + &)

die direkt aus (10-1) folgt. Dann ergibt sich fiir die Berechnung der Abweichung vom
Mittelwert
f?. = (1 + 5Dl) Tie + TEie
und
x;'lt — T;-l. = (1 =+ 5Dz) (a;it — fi.) + XitEit — TEje (10—27)

“Hier wird die folgende Zerlegung verwendet: Fiir beliebige Zufallsvariablen A;;; mit cov[Aitj, Aitk] =
K, j # k gilt

n n

Z Z(Aitz — Eiez)(Aity — Tiey) = Z Z(/\itz —E2)(Nity —Ey) — T Z(gioz —€2)(Ciey — Ey)

i=1

und
Cov[gioamgioy} =

Nl =

gilt. Damit erhalten wir

T n
.1 _ _ K
pllm ﬁ g § (Altx - 5ioa:)(>\ity - Eioy) = K- 75

t=1 i=1

S

Allerdings ist im obigen Fall die Kovarianz gleich Null!

53



wobel

o 1
TEie — T E Tit €t
t

Im Gegensatz zur additiven Uberlagerung verschwindet also der Zuschlagsparameter (4)
in diesem Fall nicht! Er wird also auch bei der Bestimmung des Bias eine Rolle spielen.
Dies soll im folgenden abgeleitet werden.

Unter Verwendung der obigen Ergebnisse kann man den naiven Panelschitzer wie folgt
schreiben:

T _ _
B‘%V _ Zt:l Z?:l(x?t — T%) (Yit — ie)
— = —
D1 Z?ﬂ(f’??t —T%)?

S (1 + 0Dy) (i — Tie) + Tir€it — Toin) (Yit — Tia)
23;1 Z?:l ((1 + 5Di) (mit - jz’-) + Tir€ip — ﬁi.)z

S (1 + 0D;) (i — Tia) + maei — T6ia) (Tt — Tia) B+ Mit — Tiia)
S (1 + D)) (Tt — Tie) + it — Tia)’
S Y {0+ 6D) (@i = Ta)’ B+ (1 + 6D) (zie — Taa) Ot — ) }
Z;‘ll Yoy {(1 +0D;)? (zit — Tie)? + 2(1 + 0D;) (zit — Tie) (Ti€it — TEie) + (Titcir — ﬁio)2}
N S {(mien — Ten)(@i — Tio) B+ (Tirei — T6ie) it — Tia)}
PIrARD i {(1 +0D;)? (zir — Tie)? + 2(1 4+ 0D;) (wit — Tie) (Tgit — Tie) + (Turgir — Tf:?z‘-)z}
(10-28)

Zur Bestimmung des Wahrscheinlichkeitsgrenzwertes dieses Schéitzers sind jeweils die den
empirischen Momenten entsprechenden theoretischen Momente zu bestimmen, denn bei
Berechnung des "plim” erhalten wir

LS {A + By N F3 T + A

S S I T TS A TS T 7 S
wobei
A, = E[(146D)(X; — E[X])8] (10-30)
By = E[(1+6D)(X;— E[X¢]) (e — E[nt)] (10-31)
Iy = El(Xier — E[Xia])(Xy — E[X4]) 0] (10-32)
Ay = E[(Xie - E[Xged]) (e — Elmy)] (10-33)
o = E[1+0D)* (X, — E[X])%] (10-34)
Iy = 2E[(1+6D)(X: — B[Xy]) (Xeer — E[Xzet])] (10-35)
U, = E[(Xie — E[Xie])Y (10-36)

gilt. Da alle Variablen als stationér verteilt angenommen werden, ist der Index ¢ de facto
zu vernachlassigen. Nicht beriicksichtigt wurde, daf3 die empirischen Momente die indivi-
duenspezifischen Mittelwerte enthalten. Siehe dazu meine Bemerkung in Unterabschnitt
10.4.3.
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Fiir die einzelnen Ausdriicke ergibt sich folgendes: Wegen der Unabhéngigkeit von D und
X, erhalten wir fiir (10-30)

At = 05/67
wobei wir E[D] = 0 verwendet haben (symmetrischer Fall). Da X; und 7; unabhingig
sind, gilt fiir (10-31)

Bt - 0

In (10-32) ist die Kovarianz zwischen X;e; und X; zu bestimmen. Wegen der stochastischen
Unabhéngigkeit dieser beiden Zufallsvariablen sowie wegen Ele;] = 0 ergibt sich

E[(Xie, — E[Xe)]) (Xi — E[X)]) = E[X}] Ele/] — (E[(X4])* Eler] = ElelJo; = 0

und damit

Fiir (10-33) ergibt sich

weil 7, stochastisch unabhéngig von X; und g; ist. In (10-34) kann wieder die Unabhén-
gigkeit zwischen D und X; ausgenutzt werden. Weil

E[(146D)?] = 1 + &

gilt, erhalten wir
‘I>t = (]. + 52)0'2

Fiir (10-35) erhalten wir
Ht =0

Vergleiche dazu die Berechnung zu (10-31) oben. Auflerdem kann wieder die Unabhén-
gigkeit zwischen D und X; ausgenutzt werden. In (10-36) schliellich ist die Varianz des
Produktes X; e; zu bestimmen. Deshalb erhalten wir

U = ol (o; + )

Damit ergibt sich fiir den Wahrscheinlichkeitsgrenzwert von ﬁa bei ausschlieBlicher Uber-
lagerung des Regressor mit der multiplikativen ”speziellen” Hohne-Variante folgender Aus-
druck:

03/

pim(Biv) = Tr5yeT 1 o202 ¥ )

(10-37)

Demnach verschwindet der Bias bei der multiplikativen Uberlagerung nur dann, wenn
sowohl der Zuschlag als auch die Restkomponente nicht auf die Variable X einwirken, d.h.
wenn

0 =20 und o2 =0

gilt.

55



10.4.7 Multiplikative Uberlagerung beider (aller) Variablen

Falls auch die abhéngige Variable y nach dem Hohneverfahren multiplikativ iiberlagert
wird, gilt fiir diese iiberlagerte Variable*®

vy = vy (1 + 0D; + €iry)
(1 + 6D; + Eity)(a + Bz + 1 + nit)
= (1 + 0D;) (o + 7)) + (1 4+ 0D:)(Bair +ni) + (o + 75) €ity + ity (B it + Mit)

wobei jetzt ;4 anzeigt, daf es sich um die Stoérvariable fiir die Uberlagerung von 3 handelt.
Fiir den Mittelwert erhalten wir

Y = (1 +6Dj)(a+7)+ (1 + 6D;) (BTie + Mia) + (0 + 7)) Einy + 3 TCiay + M6
wobei )

TEiey = T ; LTit Eita
und )

ENjey = T zt: Eity it

Dann erhalten wir fiir die Abweichung vom Mittelwert

Vit — Y = (1 4+ 06D;) (it — Tie) B + (1 + 0D;) (it — Mie) + (@ + 7)) (City — Eiey)
+ (Tit€ity — TEiey) B + (5ity it — Wi.y) (10-38)

Um den Wahrscheinlichkeitsgrenzwert von Bgv zu bestimmen, ist der Grenzwert des Zahlers
von (10-20), d.h.

n

T
ZZ($Z€ _j?o)(ygf _Wio) >

t=1 i=1

3[-

plim,,

unter Verwendung von (10-27) und (10-38) neu zu bestimmen, wihrend fiir den Nenner
die Ergebnisse aus dem Abschnitt 10.4.6 ibernommen werden kénnen. Dabei verwenden
wir jetzt fiir die Uberlagerung von z ebenfalls die Symbolik €4, fiir die hier relevante
Storvariable und schreiben deshalb (10-27) und daraus folgende Ergebnis wie folgt:

xy = xy (1 4+ 6D; + €ita)
Ty = (1 + 0Di) Tie + TEiea
und
xy — Tow = (1 + 0D;) (it — Tie) + TitEitz — Tiex (10-39)
wobei )
TEiex = Z Tit Eita
t

“>Wieder unterstellen wir, da8 das lineare Modell mit stochastischen Effekten gilt. Siche Abschnitt
10.3.2. Dabei soll keine Korrelation zwischen diesem Effekt und dem Regressor = bestehen. Eine Verletzung
dieser Annahme wird in Abschnitt 10.6 behandelt.
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Tabelle 10.1: Erlauterungen zum Grenzwert (10-40)

Summanden von x§, — T4,
Summanden von yf, — y%, | (1 + 0D;) (it — Tie) Tit Eite — TCiex
(1 + 0D;) (zir — Tia) B .3 0
(1 + 5D7«) (77ity - ﬁioy) 0 0
(@ + 73) (City — Eiey) 0 0
(it €it — TEie) B 0 0
(Ezty it — ﬁzoy) 0 0
Hinweis: In den einzelnen Zellen wird der jeweilige Grenzwert angegeben.

gilt. Im Folgenden wird die bisher nicht ausdriicklich formulierte Annahme benutzt, dafl
€itz Und g4, fiir alle 7 und ¢ unkorreliert sind.

Im folgenden werden die einzelnen Terme zur Berechnung des Grenzwertes des Zihlers
von (10-20), d.h. von

n

T

: 1 —

phmn—>oo 77,7T ; - 1 yzt Y zo) ’ (10—40)
=1 1=

unter Verwendung von (10-39) und (10-38) systematisch dargestellt. Siehe dazu Tabelle
10.1.

Eine Analyse der einzelnen Kombinationen, die sich als Produkte der einzelnen Summan-
den ergeben, zeigt, dafl nur die Kombination in der linken oberen Zelle, die zum Ausdruck

(14 6D;)? (w4 — Tie)* 8

fithrt, einen von Null verschiedenen Grenzwert ergibt. Wie bereits in Unterabschnitt 10.4.6
gezeigt, erhalten wir

plimnﬂoo% Z ((1+5Di)2 (xit—fi.))2 g = &3 = (1+6%)02p

Damit ergibt sich fiir den Wahrscheinlichkeitsgrenzwert von B“ bei Uberlagerung sowohl
des Regressors als auch der abhéngigen Variablen mit der multiplikativen ”speziellen”
Hohne-Variante folgender Ausdruck:

(1 + 6% o070
10502 + o2 (o + 1)

plim(3fy,) = ( (10-41)
Ein Vergleich mit dem in (10-37) gegebenen Grenzwert bei ausschlieBlicher Uberlagerung
des Regressors zeigt, daf die zusétzliche Uberlagerung der abhéngigen Variablen den Bias
um den Faktor 1+ 62 erhoht. Auch in diesem Fall verschwindet der Bias nur dann, wenn
sowohl der Zuschlag als auch die Restkomponente nicht auf die Variable X einwirken, d.h.
wenn

6 =20 und o2 =0

gilt.
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10.4.8 Multiplikative Uberlagerung der abhiingigen Variablen

Der Vollstindigkeit halber sei noch angemerkt, dafl sich bei ausschlieSlicher Uberlagerung
der abhéngigen Variablen keine Verzerrung ergibt. Dies sieht man beispielsweise dadurch,
dafl man die Tabelle in Abschnitt 10.4.7 wie folgt modifiziert: Es gibt nur eine Spalte, und
zwar mit dem Summanden x;; — T;e, der jeweils mit den Zeilenausdriicken beziiglich der
abhéngigen Variablen zu kombinieren ist. Der einzige von Null verschiedenen Grenzwert
ergibt sich fiir die oberste Zeile mit 4; = 023. Da auch der Nenner von ﬁgv gegen o>

strebt, erhalten wir als Grenzwert insgesamt

10.5 Korrekturschitzer

Unter der Annahme, da dem Datennutzer die Paranmeter der stochastischen Uberlage-
rung, also § und o2, bekannt sind, kénnen aus den zuvor abgeleiteten Ergebnissen Kor-
rekturschétzer fiir die einzelnen Situationen abgeleitet werden. Ich beschrdnke mich hier
beispielhaft auf die Situation, in der sowohl z als als auch y multiplikativ mit dem spe-
ziellen Hohne-Verfahren iiberlagert werden. Das entsprechende Ergebnis fiir den "naiven”
Panelschétzer zeigt (10-41). Daraus erhalten wir bei Auflésung nach  folgenden Korrek-
turschétzer: . -

(1+0%) 02 + 02(02 + 1iz")

Bakerr — - B (10-42)
v (1 + 62) 02
Dabei ergibt sich unter Verwendung von (10-11) folgende Schitzung fiir o2:
_ 2 (52 2\ a2
R Ml Cile , (10-43)
L+ 0% + o2
wobei )
T = oF 2D
t i
und

1
2 —a\2
Sga = nth:Z(xft - T4
1
verwendet werden sollten. Ferner sollte
e = T

benutzt werden.

Ein entsprechendes Ergebnis fiir den Korrekturschétzer im Fall mehrerer Regressoren fin-
det sich in Appendix D.6.

10.6 Nichtexogenitit des Regressors

Bekanntlich reagiert der in (10-16) gegebene Within-Schétzer nicht auf eine mogliche Kor-
relation zwischen Regressor x;; und Effekt 7;, da der Effekt in der Schitzformel gar nicht
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auftaucht. Siehe dazu die dquivalente Formulierung des Schétzers in (10-18). Dies gilt aller-
dings natiirlich nur fiir den Fall nicht anonymisierter Variablen. Deshalb ist im Folgenden
zu untersuchen, ob sich dieses Ergebnis éndert, wenn stochastisch iiberlagerte Variablen in
der "naiven” Within-Schétzung (10-20) verwendet werden. Dabei werden wir - fiir additive
und multiplikative Variante - zunéchst den "allgemeinen” Fall betrachten und dann Fol-
gerungen fiir den speziellen Fall der Uberlagerung mittels Mischungsverteilung (spezielle
Hohne-Spezifikation) anstellen.

10.6.1 Additiver Fall

In Abschnitt 10.4.2 habe ich den Bias fiir den Fall abgeleitet, dal nur der Regressor additiv
iiberlagert wird, d.h. daf

a
Ty = Tit T Uit
und damit
—a _
xi. - x’i. + ,U/’L'OJB
und
a 7(1 —_— . . . Yl
Tip — Lo = Xit — Tie T Uitz — Ujex

gilt. Zusétzlich soll nun y additiv iiberlagert sein, d.h. es soll ebenfalls
Y = Yit + Uity = @ + BTy + T + N + Uigy

und damit
Vie = O+ BTie + 7 + Nio + Uiy
sowie
Vit — Yie = B(Tit — Tie) + Nit — Mo + Uity — Uiey
gelten. Damit ist klar, dafl der Ausdruck

(ng - f;’lo) (ygt - y;‘lo)

den stochastischen Effekt 7; nicht enthélt und damit die méglicherweise vorhandene Korre-
lation zwischen x und 7 die Bestimmung des Bias nicht beriihrt. Dafl sich die Reststreuung
durch die Hinzufiigung von w;;, erhoht hat, wirkt sich bekanntlich nicht auf die Bestim-
munng des Grenzwertes aus. Wir erhalten also denselben Wahrscheinlichkeitsgrenzwert
wie in Abschnitt 10.4.2 (siehe (10-21)), den wir jetzt wie folgt schreiben:

02

plim, . 3% = L s (10-1)
o of + (L— 7))

2

+ verwenden.

wobei wir jetzt fiir die Varianz von wu;, das Symbol 7:% anstelle von o

Falls die beiden Fehlervariablen korreliert sind, ergibt sich entsprechend Abschnitt 9.3
(siehe (9-15)) allerdings ein anderer Grenzwert:

2
plim, o 8% = T
of + (1 - 7) 7% of + (1 - 7) 7

Dabei bezeichnet v,, die Kovarianz zwischen u, und u,.
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Allerdings ist diese Aussage nicht allgemein giiltig: Wir wissen, daf8 die gemeinsame Uber-
lagerung mittels der Mischungsverteilung geméf der speziellen Hohne-Spezifikation Kor-
relation zwischen den Fehlern u, und u, bedingt, nicht aber zwischen den "Restfehlern” e,
und &, und dafl der gemeinsame Faktor D, der diese Korrelation bewirkt, durch die Diffe-
renzenbildung aus den Ausdriicken w;;; — Ujer Und iy — Ujey herausfillt. Deshalb ergibt
sich in diesem speziellen Fall kein zusétzlicher Effekt auf den Bias durch die Korrelation
der Fehlervariablen.

Zusammenfassend kann festgestellt werden, dafl im additiven Fall der naive Panelschétzer
(10-20) durch die mogliche Korrelation zwischen Regressor z und stochastischem (indivi-
duenspezifischen) Effekt 7; (d.h. 0,, # 0) niemals beeinflufit wird. Dagegen ergibt sich bei
Korrelation der Fehlervariablen (d.h. 7, # 0) ein Effekt, sofern die “allgemeine” Uberla-
gerung verwendet wird, nicht aber im speziellen Hohnefall.

10.6.2 Multiplikativer Fall

Wir beginnen auch hier mit der "allgemeinen” Betrachtung , d.h. wir unterstellen

x;‘lt = Tj Uity und yft = Yit Uity
mit
Viuitz] = 72 und Viuiy] = ’yZ sowie COV|ugzuy| = Yay
und erhalten
Tl — Tje = Tit Uite — Tliex
sowie
Y — Ui = (o + 7i) (Wity — Tiey) + B (Tit Uity — Tliey) + (Mit Uity — ?Tu,-.y)

Wir betrachten nun den Wahrscheinlichkeitsgrenzwert von

T _ _
% Zt:l 2?21(55% - Jfaz‘.)(yf% — y“i,)
T —
% Dot Do (3 — T%)?

getrennt fiir Nenner und Z#hler, beginnend mit dem Nenner.

Wir erhalten direkt

n

. 1 _
plim, o = (2l — 7% = 0F 4 220% + 1) (10-2)
=1

was aus der allgemeinen Formel der Varianz des Produktes von x und u folgt (siehe z.B.

Ferner ergibt sich fiir die einzelnen Terme im Zahler Folgendes:46

n

phmn_,oo E Z « (xit Uity — mioa:) ( (Uity - Hioy) = OlgYzy
i=1

46Die Beweise dazu finden sich in Appendix E.
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n

plimnﬂoo E Zl Ti (xit Uitxe — ﬁiogﬁ) (uity - ﬂioy) =  OrzVzy
1=
1
pllmn*)OO E Z ﬁ(xzt Uitxe — miox) (l'it Ujty — mioy) = 5(02 + ’ny(Mi + 0’_3)) s
i=1
1
plim,,_, ” Z; (Tit Wite — TUiez) (Mit Uity — Mjeyy) = 0
1=

Demnach erhalten wir als Wahrscheinlichkeitsgrenzwert fiir den "naiven” Within-Schétzer:

Qg Yoy + OrzYoy + ﬂ(ag + ’ny(ﬂi + O-:%)) + 0
oz + 73(0F + 13)
U%ﬂ + {aﬂx + 07 + (M?g + 0325) ﬂ)} Yy

= (10-3)
02 4+ 72(02 + p2)

plim, .. Oy =

Formel (10-3) zeigt, daB im Fall einer multiplikativen Uberlagerung die Schitzung von
B durch die mogliche Korrelation zwischen Regressor z und stochastischem (individuen-
spezifischen) Effekt 7; (d.h. 0., # 0) iiberhaupt nur dann beeinfluft werden kann, wenn
die beiden Fehlervariablen miteinander korreliert sind, d.h. wenn ., # 0 gilt. Dann hat
iibrigens auch das Absolutglied o einen Effekt auf die Schiatzung von .

Allerdings muf} genau wie im additiven Fall (Abschnitt 10.6.1) auch hier eine Ergénzung
beziiglich der (multiplikativen) Uberlagerung mittels der speziellen Hohne-Spezifikation
(Mischungsverteilung) erfolgen: Aus dem Studium der Tabelle 10.1 erkennt man, dafl der
Effekt 7; in den Ausdriicken

(a + Ti) (Ez‘ty — ?i.y) (1 + 5Di) (:Cit — fi.)

(a + Ti) (sity - gioy) (xit Eite — ﬁiow)

auf den Regressor x "trifft”. Da allerdings in beiden Fillen der Restfehler wu;, allein bzw.
gemeinsam mit ;s involviert ist und diese beiden Fehler geméfl Annahme unkorreliert
sind, bleiben auch im Fall o, # 0 die Ergebnisse aus Tabelle 10.1 giiltig, d.h. es gilt
weiterhin (10-41).
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A Die (spezielle) Hohne-Spezifikation im additiven Fall (Ab-
schnitt 6.2)

In Abschnitt 6.2 haben wir nur die multiplikative Variante des "speziellen” Hohne-Verfahrens
betrachtet. Hier ergéinzen wir diese Ergebnisse fiir den “additiven” Fall:

U = upuDe+ e | (A-1)

wobei u ein Parameter mit beliebigem Wert ist. Genau wie in Abschnitt 6.2 ist die diskrete
Zufallsvariable D durch

D - +1  mit Wahrscheinlichkeit o
- —1 mit Wahrscheinlichkeit 1 — «

gegeben (siehe (6-2)) und der r-dimensionale stetige Zufallsvektor € ist entsprechend (6-3)
spezifiziert:
Ele] = 0 , covle] = o021 (A-2)

£

wobei die Annahme der Normalverteilung iiblicherweise hinzutritt. Genau wie in Abschnitt
6.2 wird die stochastische Unabhéngigkeit von D und € unterstellt.

Im symmetrischen Fall ergibt sich fiir den additiven Fall

EU] = 0
und
1
_ 2 2,/ _ /
cov[U] = oI + pu = W((l—p)l + pet) (A-3)

wobei )
po=

p?+ o2

gilt. Man beachte, dafl diese Korrelation stets positiv ist!

B Flexible Hohne-Spezifikation (Abschnitt 9)

B.1 Multiplikativer Fall

Im Abschnitt 9, in dem die Auswirkungen der Uberlagerung auf die Schiitzung eines li-
nearen Modells untersuche, betrachte ich (9-11), die als eine "flexible” Variante von (9-10)
interpretiert werden kann und die hier ohne den Beobachtungs-Index (i) geschrieben wird:

u = (t+éD)+e . i=1,...,n. (B-1)

Dabei ist D jetzt ein r-dimensionaler Zufallsvektor, dessen Komponenten jeweils die Spe-
zifikation (6-2) erfiillen und die stochastisch voneinander unabhéngig sind. Um die Ei-
genschaften der dadurch implizierten Verteilung sowie der ersten und zweiten Momente
abzuleiten, gehe ich wie in den Abschnitten 6.2.1 und 6.2.2 vor.
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Da die einzelnen Komponenten von U wegen der Struktur
Uj=1+0D; +¢;

voneinander stochastisch unabhéngig sind und fiir die Varianz von U;

Var[U;] = 6*Var[D;] + o2
gilt, ergibt sich fiir Erwartungswert und Kovarianzmatrix

EUl=(1+4+62a-1)t , cov[U]= (4ol —a)s*+02) I. (B-2)
Im ”symmetrischen” Fall, also fiir « = 0, 5, erhalten wir
E[Ul=¢ , cov[Ul=(*+0c)I

Diese Ergebnisse entsprechen fiir Erwartungswerte und Varianzen, aber nicht fiir Kova-
rianzen den Ergebnissen der spezielleren Hohne-Spezifikation (9-10). Der grundlegende
Unterschied ist, dafl bei der "flexiblen” Spezifikation alle Komponenten unkorreliert sind.

Fiir die Ableitung der Dichtefunktion von U gehen wir wie folgt vor: Wir betrachten
zuniichst die bedingte Dichte von U gegeben der Vektor (!!) D , multiplizieren diese Dichte
mit der Randdichte von D, um die gemeinsame Dichte zu bestimmen und "integrieren”
dann den Zufallsvektor D aus, um die Randdichte von U zu erhalten. Dabei unterstellen
wir im folgenden wieder zusétzlich Normalverteilung;:

e ~ N(0,c%T) . (B-3)

Fiir gegebenen Vektor D ist jede Komponente von U in (B-1) normalverteilt. Zunéchst
gilt:
U;lDj ~ N(1 +dd; , o?)

Allerdings gilt wegen der stochastischen Unabhéngigkeit der einzelnen D; auch

Uj|Dj,Dk,k7éj ~ N(l + (5d] ,0’2)

£

AuBerdem sind wegen der stochastischen Unabhéngigkeit der €; die einzelnen U; (gegeben
D) stochastisch voneinander unabhégig (bedingte Unabhéngigkeit). Dann kénnen wir fiir
die multivariate bedingte Verteilung von U gegeben D schreiben:

U1|D1 T
: ~ N@+6D,o2T) = T[] N(1+6Dj02)
U,| D, j=1

Dabei bezeichnet N; die eindimensionale Dichte der Normalverteilung.

AuBlerdem gilt wegen der stochastischen Unabhéngigkeit der Komponenten von D
h(d) = h(dy)- ... -h(d,)

Demnach ergibt sich fiir die gemeinsame Dichte von U und D

1+d; 1-d;

g(u,d) = h(d)-N(e+6d),oI) = ﬁa = (1 —a) 2 - N1+dd;,02)
j=1

3
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Um die Randdichte des Vektors U zu bestimmen, miissen die einzelnen Komponenten
von D ’heraussummiert’ werden. Allerdings bedeutet dies, dafl alle moglichen Ereignisse
von D betrachtet werden miissen. Ich illustriere dies fiir den einfachsten Fall von r = 2
Merkmalen: In diesem Fall sind fiir den Vektor (D1, D2) folgende Ereignisse méglich:

{(+1’+1) ) (+17 _1) ’ (_17+1) ’ (_17 _1)}
Dann erhalten wir bei Summation iiber diese Ereignisse
1+(i 1—d;

flu = > Haz (1-—a) 2z - N1 +4dd;,02)

d1,d26{+1 71} 7j=1

= {aNQ1+0,02)+aN(1+603)} {aN(1+6,0%)+(1—a)N(1-106,02)} x
x{(1-a)N(1-6,03)+aN(1+602)}{(1—a)N(1-06,02)+(1—a)N(1—105,02)}

Es ist evident, daf} dies nicht der allgemeinen Formel der Mischungsverteilung in Abschnitt
3 entspricht.

Die allgemeine Formulierung der Dichtefunktion lautet demnach

fu) = ¥ Halﬁd (1-a) = - N1 +48d,0%) . (B4

di,da,....dr e {+1,-1} j=1

B.2 Additiver Fall

Im additiven Fall schreiben wir die "flexible” Spezifikation als
u = uD+4+e . i=1,...,n. (B-5)

Dabei ist D jetzt ein r-dimensionaler Zufallsvektor, dessen Komponenten jeweils die Spe-
zifikation (6-2) erfiillen und die stochastisch voneinander unabhéngig sind.

Im symmetrischen Fall ergibt sich fiir den additiven Fall

und

cov[U] = (u?® + o) 1. (B-6)

C Alternativer Beweis fiir (9-20) (Abschnitt 9.4)

Es soll gezeigt werden, daf8 auch mit der Beweis-Methode von Lin(1989) der Wahrschein-
lichkeitsgrenzwert fiir den "naiven” Schétzer bei gemeinsamer multiplikativer Uberlagerung
aller Variablen abgeleitet werden kann. Siehe dazu Abschnitt 9.4.3.
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Es wird unterstellt, daf die i-te Zeile der Regressormatrix X bzw X?# durch den Spalten-
vektor

1 1
T2 _ Tl 1
x(1) = = ( o ) und x?(i) = = ( <, )
TiK x?K

gegeben ist und der korrespondierende Uberlagerungsvektor u, folgende Gestalt hat:

1

o= |- ()

UKy

Damit wird dem Absolutglied bzw. dem Einsvektor in der Regressormatrix X Rechnung
getragen.

Es gilt
I/nX2X2 = 1/n Y0 x2(i) x2(i)
i

I
—_
~
3
i ‘\13
£l

und fiir den Erwartungswert ergibt sich

et - (1 )
mit
P o= Blifn X, xali) GaliY] = coulx] + p e
und
M = Eu(i)uy(i)] = covluax| + ¢t/

Unter Verwendung der Formel fiir die Invertierung einer zerlegten Matrix*” erhalten wir
ferner

—1 _ _
( 1 ) _ <1+u;(P©M—uxu;) 'y —pL(POM - pul) 1)
p, POM ~(POM — p ) p, (POM — pply)~"

47 Allgemein gilt fiir die regulire Matrix
A A
A=
( Ao A ) ’

Al _ (A (I+ALDAnAL) —A['ARDTY)
- -D'AAT D!

die Formel

I’Illt D= A.22 — A21A;11A12.
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Ferner gilt
1/nX¥y2 = 1/n Y
= 1/n Y,

= 1/n )

SR>

>

= 1/n 3L, ( axa (i) i;;xg;g’;i x2(i) € > © ( ‘129612;/;“91’ >

und fiir den Erwartungswert ergibt sich in diesem Fall
+ B
E[1/nX¥y3] = @ T He
[1/ y? {ap, + (cov[xa] + p, p,) B} ® cov[uzx,uy]
wobei
Elug, (i) uy] = covluax,uy] + ¢

verwendet wurde.

Damit ergibt sich fiir den naiven Schétzer bei Beschrinkung auf den K — 1-dimensionalen
Vektor 3:

plimB" = —POM-—p,u,) " p, (o + p,p)
+ (P OM— ppy) ! {ap, + (covlxa] + pypy) B © {covfuzx, uy] + ¢}

= (POM — pypy) " (covlxa] B+ {ap, + (cov[xa] + pypy) B} © covluax, uy))

Wenn wir weiter beachten, dafl
POM -, = (covlxa + g l) © (covfue + e0) — propd,
= cov[uxa] (cov[xg] + p, py) + cov[xa]
dann kénnen wir schreiben:
plim3" = (covuxs](covlxa] + p, ) + covlxa]) " (cov[xa]B + {ap, + (covlxa] + p,pa},) B} © covluzy, uy]).

Dieser Ausdruck ist dquivalent mit der Formel (9-20) in Abschnitt 9.4. Dabei ist zu beach-
ten, dafl cov[xa] = Q , cov[uzx| = covluy] und cov[uax,u,y] = covluk,u,] im Abschnitt
9.4.

D Ho6hne-Verfahren und Paneldaten fiir mehrere Regresso-
ren (Abschnitt 10)

D.1 Allgemeines

Wir betrachten hier das multiple Panelmodell mit stochastischen Individiualeffekten und
mit K Regressoren und einem Absolutglied*®
K
yi = o+ > Brxge + 1+ ng i=1...nt=1..T , (D-1)
k=1

“®Dies entspricht der Formel (10-17) im Fall der Einfachregression.
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das zum einfachen Modell aus Abschnitt 10.3.2 korrespondiert. Fiir Mittelwert und Ab-
weichung vom Mittelwert ergibt sich in diesem Fall

K
Tie = @ + > Tiek B + 70 + Thie
k=1

und

=

Vit = Uie = Witk — Tisk) Bk + Nit — Tia
k=1

Im folgenden verwenden wir auch die kompakte Schreibweise dieses Modells:
y = atr+ X8+ 7 +n (D-2)

Dabei hat die Regressormatrix folgende Struktur:

X(n -1)
X(n)

Der Index in eckigen Klammern bezeichnet einen bestimmten Beobachtungspunkt 7. Fiir
jede der n verschiedenen (T x K)-Matrizen X (i) gilt

X(@) = (x(i) xo() ... xg_1(i) xk(i) ) , i=1,....,n ,
wobei der T-dimensionale Vektor xy (i) durch
Lilk
Li2k
Xk<Z> = , k=1,....K ,

TiT—1,k
TiTk

gegeben ist. Fiir die Matrix X? gilt die entsprechende Symbolik.

Entsprechend schreiben wir den nT-dimensionalen Vektor y wie folgt:

y(n—1)
y(n)
Dabei ist jeweils der n-dimensionale Vektor y (i) durch
Yi1

Yi2
yi) = :
Yi, T—1

yir
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gegeben.

Da der individuenspezifische Effekt nur von ¢ abhéingt, ergibt sich fiir den Zufallsvektor 7
die folgende Form:

T = : mit 7() = 7 ep

D.1.1 Der Schitzer

Die Matrix W im Panelmodell mit fixen Effekten (sieche Abschnitt 10.3.1) hat folgende
Struktur:
W = L, ®ur

Daraus ergibt sich die idempotente Matrix

1
My = Lpr-WWW) W =1, (IT — TLTI,/T)

und fiir den "within”-Schétzer der Originaldaten ergibt sich
By = X'MpX)'X'Myy . (D-3)

Dieser Schitzer ist erwartungstreul!

D.1.2 Eine rechentechnisch attraktivere Darstellung des Schitzers

Da die Matrix NT x NT-Matrix Myy relativ viel Speicherplatz bendtigt, soll hier kurz eine
alternative Darstellung prisentiert werden, die ohne diese Matrix auskommt. Zunéchst ist
zu beachten, daf fiir die Matrix My X folgendes gilt:*

(Ir — Ferey) X(1)

(Ir — 7erdr) X(2)
My X =

(Ir — perdy) X(n—1)

(Ir — 7 erep) X(n)

Ferner ergibt sich fiir die quadratische Form von X’ My, X der Ausdruck

n

. 1 .

X' My X = z; X' (i) (IT — T L/T> X (1)
=

“9Dieser Zusamenhang wird in den Abschnitten D.3 und D.4 ausgenutzt.
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Entsprechend gilt fiir X’ My y der Ausdruck
& 1
XMy =YX (I perdr) vl
i=1

Somit ergibt sich fiir den Schétzer alternativ zu (D-3) der Ausdruck

By = (Z X'i) (IT . :/T) x<i>>_1 ZX<> <IT - L'T) yii) . (D-4)

Fine entsprechende Darstellung des "naiven” Panelschétzers bei anonymisierten Daten wird
in den Abschnitten D.3 und D.4 verwendet.

D.1.3 Kovarianzmatrix des Schitzers

Um die Kovarianzmatrix des Schétzers angeben zu kénnen, miissen wir zunéchst die Ko-
varianzmatrix des Storterms 7 + n aus (D-2) angeben:

cov[t +m] = covln] + cov[r] = I, ® (0727 Ir + o2ur i)
Ferner konnen wir fiir den Schétzer schreiben:
Bw = B+ XMyX) 'X' My (r+mn) ,

woraus die zuvor behauptete Erwartungstreue/Unverzerrtheit unmittelbar folgt. (Die Re-
gressoren werden dabei als fix betrachtet; bedingte Betrachtung!)

Daraus erhalten wir die Kovarianzmatrix des Schétzers wie folgt:

cov[By] = (X'MwX) " X' My B[(T +n) (7 +n)|Mw X (X'MwX)™" . (D-5)

9

wobei cov[T +n] = E[(T +n) (T +n)'] gilt. Demnach erhalten wir fiir den ”mittleren’
Ausdruck My E[(T +n) (7 +n)'] My:

My (In ® (0pIr + oZerep)) My = of My,

und damit

cov[By] = 03] (X' My X)7t . (D-6)

Man beachte, dal die Varianz des individuenspezifischen Effektes in dieser Formel nicht
mehr auftaucht.

Fiir den Spezialfall nur eines Regressors, den wir in Abschnitt 10.3 betrachten, erhalten
wir daraus

9 2
- — L = O-n : D_
U&T[ﬂw} (X/ My X) Z?:l Z?:l(xit — fi.)Q ( 7)
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D.2 Eine alternative Ableitung des ’Within’-Schétzers

Das STATA-Handbuch zur statistischen Analyse von Paneldaten®? schliigt folgendes Schéitz-
verfahren fiir die "Within’-Schétzung vor: Es soll eine Kleinstquadrateschétzung der Para-
meter O aus dem folgenden Ansatz bestimmt werden:

K

yit—yio+§.o = Zﬁk(xitk_fiok"i_iook)+?+77it_ﬁiok+ﬁook) izla"'vnat:1>"'
k=1

Dabei gilt
— 11
Yoo - ET ; ; Yit

d.h. 7, gibt das 'Gesamtmittel’ (grand mean) fiir y an. Entsprechend sind die Gesamt-
mittelwerte fiir den Storterm 1 und die Regressoren xj definiert. Ferner gilt

_ 1
T:nzi:ﬁ'

Wir unterstellen ein Absolutglied und damit
zi1 = 1 fur alle s und ¢

und damit ergibt sich fiir (D-8)

K
Yit — yio + ?oo = Bl + Z/Bk (xitk — Tiek T+ %o.k) + 7 + (77115 - ﬁiok + ﬁook) 5
k=2

(D-9)

Im Folgenden wird gezeigt, dafi dies dquivalent zur Schiatzung der S-Kopeffizienten gemé&f
(D-3) ist. Wir geben ferner an, wie daraus eine Schétzung fiir das Absolutglied (31 gewonnen
werden kann.

Wir betrachten zunichst die Matrix

1 1 1
A= (1,xIr) — <In ® TLTL/T> + (n tnt, @ TLTL/T> (D-10)

Wie man nachpriifen kann, ist diese Matrix symmetrisch idempotent und erfiillt

Alpn,®tr) = (n®eur) (D-11)

sowie®l

1
MA = I,® (IT — TLT "/T) = My (D—12)

50Siche STATA-Handbuch (STATA release 8 Cross-Sectional Time Series. Routine XTREG, S. 207.
®'Der T'n-dimensionale Vektor ¢ ist durch

t = (tn®er)

definiert.
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Bei Pramultiplikation des Vektors y mit A ergibt sich

?1. Lr ?oo tr
Yoe LT Yoo LT

Ay = vy - : + : ;
yno LT ?oo LT

d.h. es ergibt sich die linke Seite von (D-8) als Vektor.

Ich benutze deshalb nun die Matrix A fiir eine zu (D-8) dquivalente kompakte Darstellung,
die sich durch Pramultiplikation von (D-2) mit A ergibt:

Ay = AXB + AT + An (D-13)
Wegen der Struktur der Matrix X bei Vorhandensein eines Absolutglieds
X = (tn®ur, Xo)
ergibt sich unter Beachtung der Ergebnisse fiir A oben

Ay = Bi(w®uw) + AXoBy + AT + An (D-14)

Der Kleinstquadrateschétzer fiir 3, 148t sich nun als Teilschétzung wie folgt schreiben:

B, = ((AX2)MLAX5)™' (AX,)M,Ay
= (X, My Xo) ™! X, My y
wobei M, A = My verwendet wurde. Dies ist aber genau der in (D-3) gegebene Schétzer.

Zur zusétzlichen Schiatzung des Absolutglieds (37 kann man die alternative Form der Teil-
schiitzung verwenden.”? Sie lautet

A~

B1 = ((AL)/AL)_1 (Ave) (Ay - AXy B2>
— (XpAXe) ' X} (Ay - AXaf)

1 )
=t oXes)

= 7 - X'B (D-15)

wobei X der (K — 1)-dimensionale Vektor der Gesamtmittelwerte (grand means) fiir die
einzelnen Regressoren ist.

D.3 AusschlieBliche Uberlagerung der Regressoren

Der "naive” Panelschéitzer fiir anonymisierte Regressoren (und Originalwerte der abhéngi-
gen Variablen y) ist durch

B?/V _ (Xa/ My Xa)—l X2/ Myy . (D—16)

52Giche beispielsweise Greene (3. Auflage) Formel (6-24). Beachte: Der Tn-dimensionale Vektor ¢ ist
durch
t = (tn®er)

definiert.
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oder auch durch

n -1 n
2 . 1 a/ al/ - 1 a
By = (Z X (i) (IT — pr L’T> X <z>> > X6) (IT - TLTIJT> y2(i) .
i=1 i=1
(D-17)
gegeben, wobei die zweite Form in Abschnitt D.1.2 erlautert wurde.

Wir untersuchen zunéchst die Struktur von My X?. Unter Verwendung der Ergebnisse
von oben erhalten wir

(Ir — 7 ereh) X3(1)
(Ir — 7 urep) X2(2)

My Xs = | :
(IT -1 LT L,T) Xa(n — 1>
(Ir = perer) X%n)
und fiir die quadratische Form von X2 My, X2 ergibt sich
X&' My, X2 =

= T XV (Ir = Fere) X200

(x¢ (i) - <7 (i) (xg ) —xT (i) (g0 —x5Ge) .o (x80) —xTie) (xk (1) — X% (i)
3 (xg ) — x5 (o))" (x¢ () — x5 (iw)) (xg ) — x5 (ie)) (xg ¢ — x5 (o))" (xk (1) — X% (i)
= .

(x5 () 7@@.))’ (xg¢) = xT(io)  (x%k i) — xK<u>)' (xg () — x5 (io)) (x5 (1) = X% (i9))
(28 *1771-1)27 (21 — 2%i01) (2542 *297171-2) coo (@8 — 2%ie1) (i — 2%iek)
B i T (@1 — 2%i02) (@11 — 2%i02) (2f12 — 2%i02) coo (2he — 2%ie2) (PP — 2%iek)
a& : : :
(Izl‘ltK - TTMK) (I?tl *Fiul) (I;',lt,K *Fi-K) (I?tQ - Fiﬂ) (Z?tK - FicK)2

wobei die K-dimensionalen Vektoren der individuen-spezifischen Mittelwerte wie folgt de-
finiert sind:

x7(ie) = lLT Vp X1 = 1 E e
t=1 :
T

Ich greife nun auf die Ergebnisse aus Abschnitt 10.4.6 zuriick, in dem die Uberlagerung
eines einzigen Regressors betrachtet wurde. Daraus ergibt sich bei Uberlagerung mittels
(10-1) fiir den k-ten Regressor

iy = T (1 4+ 0D + &)
und
2% = (1 + 0D;) Tiek + TEjek
wobei 1
TEiekk — T zt: Titk Eitk

gilt. Fiir die Abweichung vom Mittelwert ergibt sich daraus

i — % = (1 4+ 0D;) (@it — Tiek) + Titk €ithk — TEiek (D-18)
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Wie bereits in Abschnitt 10.4.6 bemerkt, verschwindet im Gegensatz zur additiven Uberla-
gerung der Zuschlagsparameter (0) in diesem Fall nicht! Ich habe im erwdhnten Abschnitt
auch bereits gezeigt, dafl

n

. 1 _
plim, o — D (@ — Thu)” = (1+ 6% 0} + o2 (of + 4if) (D-19)
i=1

gilt. Siehe die Ergebnisse zu (10-34) bis (10-36). Allerdings schreiben wir dieses Ergebnis
jetzt fiir den k-ten Regressor mit Varianz a,% und Erwartungswert pg.

Zusétzlich benotigen wir jetzt ein ein Ergebnis fiir

n

. 1 _ _
phmn—»oo E Z (‘T?tk - 'r?ok) (m?th - x?oh) s k#h
i=1

Entsprechend dem Vorgehen im erwdhnten Abschnitt zerlegen wir wieder den Summen-
ausdruck:

Z?:l (T51 — Ther) (T, — Thap)

= YU {1 4D;) (i — Tiek) + (@itn€itk — TEink)} {(1+0D;) (Tith — Tien) + (Tithith — TEien)}

Yo {(1 +6D;)? (@itk — Tiok)(Tith — Tien) + (Titk€itk — TEiek) (TithEith — ﬁioh)}
+ Y {1+ 0D;) (zitk — Tiek) (Tith€ith — TEien) + (14 6D;) (Titk — Tiek) (Tith€ith — TEien)}
Aus dieser Zerlegung erkennt man, daf

n

. 1 _ .
plim,, - Z (@S, — Thap) (05, — Thap) = (1 + %) ow (D-20)
i=1

gilt, wobei oy, die Kovarianz der Regressoren k£ und h bezeichnet. Man beachte insbe-
sondere, daf§ im Gegensatz zu (10-36) hier statt der Varianz von Xyey die Kovarianz
zwischen X;peq und Xypey, betrachtet wird, die Null ist.

Damit erhalten wir insgesamt

i 1 i 1 & 1
npgmoo — X* My X* = npgmoo — Z X2/ (i) (IT — —ur L[1-> X2 (i)
n n =1 T
(146202 + o2 (a§+u%) (A + 62) o190 1+ 62)oqp
(1 + 6%) oo (14 6%)03 + o2 (o'§+,u%) (1 + 6%) ok
A+ 6% oy A+ 6% oxs ce 60k + o2 (ok +uk)

(D-21)

Inm Gegensatz zur additiven Uberlagerung stehen hier nicht zwei Matrizen additiv ne-
beneinander. Bemerkenswert ist, dafl die Diagonalelemente stidrker erhoht werden als die
Nichtdiagonalelemente!

Um den Wahrscheinlichkeitsgrenzwert fiir den "naiven” Panelschétzer zu bestimmen, be-
notigen wir ferner

plim

n—oo

1
- X My y
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Dazu betrachten wir

X¥Myy = Sy X2) (Ir — 7 er ) yii)
(% () — g(iﬁ)i (y(i) —¥(ie))
o (x§() - xfie) (y(i) — F(ie))

=1

(751 — 2%e1) (Yit — ie)

- ET: G

2%e2) (Yit — Yie)
i=1 t=1 .

3

(265 — %K) (Yit — Use)

Auch hier konnen die Ergebnisse aus Abschnitt 10.4.6 sowie zusétzlich aus D.1 verwendet
werden. Fiir jeweils ein Element aus dem zuvor bestimmten Vektor ergibt sich

iy Yot (@l — Tier) (it — Tia)
= Y Y {((1 +0D;) (Tith — Tiok) + TitkEitk — TEiok)) (Zle (Tith — Tien) Bn + it —m.)}
= 01+ 6D:) Sy (@ien — Tien) (@itk — Tiek) Bu

+ YL (U4 8D:) @ik — Tiek) (Tt — Thia)

b XL S S (i cion — T i — Foon) )

+ Zthl St A@ak itk — TEiek) Mt — Tie)}

Eine Analyse der einzelnen Summanden entsprechend Abschnitt 10.4.6 ergibt, dafl nur
der erste Summand zu einem von Null verschiedenen Grenzwert fithrt, d.h. fiir bestimtes
k ergibt sich

n

K K
. 1 _
plimy, oo — > (1 + 6Dy) hz—l Tith — Tien) (Titk — Tiek) On = Z Okh Bn

=1

Demnach gilt

SN i B
. SN oon B
plim,, - XY Myy = : (D-22)

2’1;1 OKh Ph

Fiir den Wahrscheinlichkeitsgrenzwert des naiven Panelschétzers (D-3) ergibt sich dann
aus (D-21) und (D-22)
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plim, . 8% = (plim, . L X* My X?)™" plim Lxa' My, y

n—oo n

-1 K 1 o1n B

2y 2, 2( 2 2 2 2 =

(L +6%)0f + o (‘71+M1) (1 4 67)o12 (I +6%) o1k th:l oan Bh
(1 + 6%) 021 (1 +6%)03 + 02 (ff% +u§) 1+ 62) o2k
(1 + 6% ok (1 + 6%) ok o (14 Ho%k + o2 (gf( +u§()

o
>h=1 OKh Bh

(D-23)
Wie auch im Fall eines einzigen Regressors ist dieser Schétzer nur dann konsistent, wenn
sowohl § = 0 als auch o2 = 0 gilt, d.h. wenn sowohl der Zuschlag 6 als auch die Restiiber-
lagerung durch e entfillt.

D.4 Gemeinsame Uberlagerung aller Variablen

Falls alle Variablen iiberlagert wird (und das wird der Normalfall sein), ist auch die ab-
héngige Variable y in die Anonymisierung einbezogen. Wie in Abschnitt 10.4.7 bereits fiir
einen einzigen Regressor ausgefiihrt, gilt dann fiir die anonymisierte abhingige Variable

vy = vy (1 + 0D; + ey)

(1 + 0D; + eity) (1) Buzisn + 7 + i)
= (1 + D)+ (1 + 5Di)(z,ff:1 B Tith + Mit) + Ti ity +5ity(ZhK:1 B Tith + Nit)

wobei jetzt ;1 anzeigt, dafi es sich um die Stoérvariable fiir die Uberlagerung von y handelt.
Fiir den Mittelwert erhalten wir

K K
Ve = L+ D)7+ (1+ 6D) (O BuTion + Mia) + TiGiey + Y BuTCieny + e
h=1 h=1

wobei

TEieky = T Z Titk Eity
und )

ENiey = T Z Eity Nit

t

Dann erhalten wir fiir die Abweichung vom Mittelwert

Yir — Y% = (1 +6Dy) Z Tith — Tien) Bp + (1 4 6Di) (it — M) + i (Sity — Einy)
h=1
K
+ Z Br (Tith €ity — TEiehy) + (6z‘ty Nit — Wi.y)
h=1
(D-24)

Um den Wahrscheinlichkeitsgrenzwert fiir den "naiven” Panelschétzer zu bestimmen, be-
notigen wir bei "zusétzlicher” Uberlagerung der abhéngigen Variablen

1
plim — X My y?

n—o0
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Dazu betrachten wir
X¥ My y* = Yin X¥(0) (Ir — ferey) y2(i)

3
—~
»
=e
o~
~
~
|
=
o~
~
]
~
~—
—~
<
o
o~
~
Ny
|
%‘
—
~
[ ]
~
~—

. (21 — 2%e1) (Uit — Tie)

zn: Z (‘r?ﬂ - xai°2) (ygt - yaio)

i=1 t=1 o : o

(76 — T%erc) (Yt — Y%e)

Im folgenden werden die einzelnen Terme zur Berechnung des Grenzwertes von

T n
. 1 _ —
phmn%oo ﬁ Z Z(x?tk - x?ok;)(yz% - yaio) ’
t=1 i=1

unter Verwendung von (D-18) und (D-24) systematisch dargestellt.

Summanden von x§, — T§,
Summanden von yj; — y%s (14 06D;) (Tith, — Tiok) | Titk Eitk — TEiek
(1 + 0D;) Z}Ile (Zith — Tien) Brn | (1+62) Zthl okh Bn 0
(L + 6D:) (mie — Thie) 0 0
Ti (5ity - gioy) 0 0
ZhK:1 Br (Tith ity — Tﬁi.hy) 0 0
(gity Mit — ETiay) 0 0
Hinweis: In den einzelnen Zellen wird der jeweilige Grenzwert angegeben.

Eine Analyse analog zu der in Abschnitt 10.4.7 zeigt, daf§ ausschliefllich das linke oberste
Element einen von Null verschiedenen Grenzwert aufweist. Wir erhalten demnach

Zgzl oin B
Zh:l O2h Bh

1
plim, .. — X¥Mpyy® = (1+ 6% : (D-25)
n

Z;Ile oKk B

und fiir den naiven Panelschétzer (D-3) ergibt sich in diesem Fall

plim,, o, 8% = (plimn—»oo 1 x2 My 3(3)71 plim, o + X My y?
K
. -1 > h=1 1hn Br
(146202 + 02 (oF + u}) (1 + 6%) o1z 1+ 6% ok Sy S,
(1 + 6%) o021 (1 +6%)03 + 02 (U% +u§) 1+ 6%) o2k .
= (1+62)
(1 + 62 ok (A + 62 oks coo (14 82)0% + o2 (a%-&-p?{)

SR -UKh Bh

(D-26)
d.h. genau wie im Fall nur eines Regressors verdindert sich bei zusiitzlicher Uberlagerung
der abhingigen Variablen der Wahrscheinlichkeitsgrenzwert um den Faktor (14 62). Siehe
Abschnitt 10.4.7.
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D.5 Eine alternative Schreibweise

Zur Konstruktion eines Korrekturschétzers ist es niitzlich, die zuvor abgeleiteten Grenz-
werte anders darzustellen. Dazu definieren wir zunéchst

O‘% g12 ... 01K
0921 0% c.. 092K
covlx] = :
OK1 OK2 ... O'%(
Dann kénnen wir fiir (D-21) schreiben:
oitu
1 o3 + p
plim,, ., — X¥ My X* = (1+6%) cov[x] + o2 2
n
Ol + i
(D-27)
Entsprechend ergeben sich aus (D-23) und (D-26)
1
plim, ..~ X*Myy = covx]p (D-28)
n
bzw.
1
plim,, ., — X* My y* = (1+0°) cov[x] B (D-29)
n

él(gll% riﬂlamit fiir den naiven Schétzer im Fall der ausschlieflichen Uberlagerung der Regres-

7% + H% 2 2 -
plim 5 R oy +p2
n—oo By = (14 6%) cov[x] + of . cov[x] B (D-30)
ok +uk
bzw. bei Uberlagerung aller Variablen
0% + H% 2 2 -
plim ca - 03 o3 + K3 .
n— oo B%, = cov[x] + T+62) cov[x] B (D-31)
U%( + H%(

Aus diesen Formeln lassen sich Korrekturschitzer bestimmen. Dafiir sind wieder geeigne-
te Schéitzer fiir die Mittelwerte und Varianzen sowie Kovarianzen der Regressorvariablen
abzuleiten. Dies wird im folgenden Unterabschnitt fiir den Fall der gemeinsamen Uberla-
gerung aller Variablen im Detail dargestellt.

D.6 Korrekturschitzer

Die Ergebnisse aus Abschnitt D.5 lassen sich zur Konstruktion eines - konsistenten - Kor-
rekturschéitzers verwenden: Aus (D-31) ergibt sich direkt

of +
2 2 2
~ak _ o 05 13 .
16%/ o = Ccov [X] 1 cov [X] + 1—%7862 B(;V
ok + i
(D-32)
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fiir den Fall der gemeinsamen Uberlagerung aller Variablen.?® Allerdings sind Erwartungs-
werte, Varianzen und Kovarianzen der Orginalvariablen des Vektors x nicht bekannt. Sie
kénnen aber wie folgt aus den Schiitzungen der Originalvariablen bestimmt werden:%*
Aus (7-17) ergibt sich der Zusammenhang zwischen der Kovarianzmatrix eines multiplika-
tiv iiberlagerten Zufallsvektors und der Kovarianzmatrix des entsprechenden Vektors der
“Originalvariablen. Dies schreiben wir hier wie folgt:

coof] = (21 + 0*w') © (coolx] + LE,) + covlx]
= (2T + 8w + ) o CE}E + (021 + 8°u) © pop,’ (D-33)

wobei das Symbol ~ andeutet, dafl es sich hier um Schétzungen handelt.

Bei Auflosung nach cov[x] ergibt sich daraus

co/vg = {ca-[;‘] — (021 + %)) © ﬁ;ﬁ;/} + (02T + (1 + 6H)u)
— o~ 1 1
- {COU[Xa] - (T + 5w) © “w“xl} © (a? sy -1 wy -l Cl I)) ’

(D-34)

wobel = in der ersten Zeile die Hadamard-Division bezeichnet. In der zweiten Zeile wurde
das entsprechende Hadamard-Produkt gebildet.

Man beachte, daf sich daraus im Spezialfall nur eines einzigen Regressors x die Formel
(10-42) aus Abschnitt 10.5 ergibt, d.h.

R A ik i
’ 1+ 0% + o2
Dabei soll )
—a _ a
- - AT
und )
2 _ a _ =a)\2
sa:“ - TLT Et: zl: (wzt x )
gelten.

Im obigen multiplen Regressionsmodell sind auflerdem die Kovarianzen aus cg[x\a] nach
der {iblichen Formel fiir empirische Momente zu bestimmen. Der unbekannte Vektor p,,
sollte durch den entsprechenden Vektor der arithmetischen Mittel der anonymisierten Va-
riablen geschétzt werden, d.h.

-
Ty

Da bei Anonymisierung ¢ und o2 bekannt sind, 148t sich der Korrekturschitzer (D-32) nun
berechnen.

*3Entsprechend 148t sich aus (D-30) der Korrekturschitzer fiir den Fall der Uberlagerung nur der Re-
gressoren bestimmen. Wir gehen darauf hier nicht weiter ein.
54Giehe auch die entsprechenden Ergebnisse fiir den Fall eines einzigen Regressors in Abschnitt 10.5.
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E Beweise zu Abschnitt 10.6.2 (U'berlagerung allgemein im
Panelfall)

Wir betrachten

T = TipUige und Y5 = Yir Uity
mit
Vuitz) = 7% und  Viugy] = 72 sowie COV|ugzuy = Yay
und erhalten
x;'lt - f?o = Tit Uitz — TUjeg
sowie
Y — Uie = (a + 7)) (Uity — Tiey) + B (Tit Uity — TlUiey) + (it Uity — My

Man beachte, da$ fiir den Fall ~,, # 0 die beiden Uberlagerungsvariablen Uity Und Usgy
miteinander korreliert sind. Im folgenden soll auflerdem zugelassen sein, dal z und 7
korreliert sind (Nichtexogenitéit des Regressors). Die entsprechende Kovarianz bezeichnen
wir mit o,4.

Zur Bestimmung des Wahrscheinlichkeitsgrenzwert von
11 T = —
Tn Zt:l 2?21@3% —T%)(Ys — Y%)
117 ~
T 2ot i1 (T — T%)?

bendétigen wir insbesondere die relevanten Ausdriicke fiir den Zéhler, die im folgenden ab-
geleitet werden.?® Dabei wird der Faktor 1/T sowie die Summation iiber alle ¢t unterdriickt,
weil der Grenzwert fiir n — oo betrachtet wird.

B =

. 1 ¢ _ _
phmnaoo - Z « (xit Uity — xuiox) ( (uity - uioy) = Oz Vzy (E—l)
[t
Beweis: Der Ausdruck stellt ein Stichprobenmment dar und konvergiert gegen das entspre-
chende theoretische Moment, das folgende Form hat:

aE[(X U, — E[XU])(Uy = E[Uy])] = aE[(XUz = pa) (Uy — 1)]

aE XU, Uy — p Uy + pg — XUy
= a(ﬂx(%ﬂy + 1) — Mz + Mo — ,Ua:>
= Oz Vzy

n

. 1 __ _
phmn_,oo — E Ti (xit Uity — wuio:v) (uity - uioy) = OrxVay (E'Q)
=1

3

Beweis: Das entsprechende theoretische Moment lautet in diesem Fall

Elr (XU, — E[XU,]) Uy — E[U,])] = Erx[Evu,[rX Us — 1)Uy — 1)|7X]]
= ET,X[TX’wa]

= OrzVxy

55Der entsprechende Grenzwert fiir den Nenner wurde bereits in Abschnitt 10.6.2 bestimmt.
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n

. 1 _ _
p]‘lmn*)OO ﬁ Z ﬁ (xit Uity — -Tuiox) (l'it Uity — xuioy) = B(Ug + Yy (,ui + Ug)) (E-3)
=1

Beweis: In diesem Fall lautet das theoretische Moment

BE(XUy — E[XU,))(XUy — E[XU,))] = BE[(XUp — pz) (X Uy — )]
BEX2U, Uy — iy XUy — piz X Uy + 12
Bz + 02) (Yay + 1) — 43 — p3 + 43)
Bz + oz + (43 + 03) Yay — 113)

= 007 + ay(ps + 03))

n

. 1 __ _
plim,, o0 — z; (it Wite — Tliex) (Mit Wity — Tlhzey) = 0 (E-4)
1=
Beweis: In diesem Fall folgt das Resultat unmittelbar aus der Tatsache, dafl

En|X,U;,U0,)] = 0
gilt.

F Einige niitzliche Matrizen-Resultate

Bei der Analyse der multiplikativen Uberlagerung spielt das Hadamard-Produkt eine wich-
tige Rolle. Ich liste deshalb im folgenden wichtige Eigenschaften auf, die auch Rosemann
(2006) bereits verwendet hat.

Fiir "Hadamard-Produkt von zwei (m x n)-Matrizen A und B gilt

a11b11 a12b12 e a1,n—1b1,n—1 a1nbin
a21b21 a22b22 - a2,n—1b2 n—1 a2nbop,
AcB =
Am—1,10m-11 @m-120m-12 ... AGm—1,n-10m-1n-1 @m-1nbm-1n
am,lbm,l CLm,2bm,2 .- am,,nflbm,nfl am,nbm,n
(F-1)

d.h. die resultierende Matrix hat ebenfalls m Zeilen und n Spalten. Mit -+ wird die entspre-
chende elementweise Division bezeichnet. Insbesondere gilt fiir beliebige Rechtecksmatriz

11 ... 11
11 ... 11
A+ A = oo =¢t/ und A O/ = A | (F-2)
11 ... 11
11 11

und fiir beliebigen Vektor a gilt

a+a = : = ¢ und a®t = a . (F-3)
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Unmittelbar aus (F-1) folgt>

vec(A ©® B) = wec(A) ® vec(B) (F-4)

Fiir m-dimensionale Vektoren a, ¢ und n-dimensionale Vektoren b, d sind manchmal fol-
gende Ergebnisse niitzlich:

aoGb = D,b = Dga (F-5)

Dabei sind D, und D, Diagonalmatrizen mit den Elementen des jeweiligen Vektors auf
der Diagonalen. Ferner gilt

(a ®b)(c ®d) = acd o bd (F-6)

In der Arbeit von Lin(1989) ist folgendes Ergebnis von besonderer Bedeutung, das nur
indirekt mit dem Hadamard-Produkt zu tun hat: Fiir eine beliebige (m x n)-Matrix A gilt

A'A = Z (I, ® ej) vec(A)] [T, ® e)) vec(A')]/ (F-7)
j=1

Dabei ist e; ein n-dimensionaler Vektor und bezeichnet die j-te Spalte der Einheitsmatrix

Beweis: Zunéchst schreiben wir die Matrix A wie folgt:

a;
ay
A = mit a;- = (ajl, ,ajn)
ap, 1
ap,
und damit .
A'A = Z a;aj;
j=1
Ferner gilt
aj
Al = ( a;,as ... am_1, anm ) und vec(A') =
aAm
sowie
aj
I, ®e)) vec(A) =(0,...Ih...,0) | ay = a;
am

56Der vec-Operator stapelt die Spalten einer Matrix iibereinander. vec(A) ergibt einen mn-dimensionalen
Vektor.
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Daraus folgt (F-7).

Fiir die lineare Form A x gilt folgendes Ergebnis: Es sei A eine (m x n)-Matrix und x ein
n-dimensionaler Vektor. Dann 148t sich die Linearform wie folgt darstellen:

Ax = (I, ® xX') vec(A') (F-8)
Beweis: Zunéchst gilt
ajx
Ax = :
a . x
X/
X/
I, ® xX =
X/
x/
und damit
x/ al

womit (F-8) bewiesen ist.
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